
Mühazirə 1 
 

Вектор анлайышы. Векторлар üzərində xətti əməllər 
 
 1. Уъ нюгтяляринин низамы нязяря алынан парчайа истига-мятлянмиш парча дейилир. Тутаг ки, 
уъ нюгтяляри A  вя B нюгтяля-риндя олан парча верилмишдир. A -биринъи нюгтя, B  ися икинъи нюгтя 
олдугда A  нюгтясиня бу истигамятлянмиш парчанын башланьыъы, B нюгтясиня ися сону дейилир; бу 

щалда AB  йазылышындан истифадя олунур. Башланьыъы вя сону цст-цстя дцшян истигамятлянмиш 

парчайа сыфыр истигамятлянмиш парча дейилир. Тярифя эюря ихтийари A нюгтяси цчцн AA  сыфыр 
истигамятлянмиш парчадыр.  

 AB  парчасынын узунлуьу AB  истигамятлянмиш парчасынын узунлуьу адланыр вя AB  кими 

ишаря олунур. Сыфыр истигамятлянмиш парчанын узунлуьунун сыфра бярабяр олмасы нязярдя тутулур. 

 Тутаг ки, A  вя B  верилмиш ики нюгтядир. Онда AB  вя BA  мцхтялиф истигамятлянмиш 

парчалардыр. AB  вя BA   парчала-рындан щяр бири диэяриня якс олан истигамятлянмиш парча адланыр.  

 AB  вя CD  шцалары ейни (якс) истигамятли олдугда дейирляр ки, AB  вя CD  ейни (якс) 
истигамятлянмиш парчалардыр. Сыфыр истига-мятлянмиш парчанын истянилян истигамятлянмиш парча иля 
ейни истигамятли олмасы гябул едилир. 

 Ейни истигамятлянмиш вя узунлуглары бярабяр олан AB  вя CD  парчаларына еквиполент 

парчалар дейилир. Бу щалда CDAB

  йазылышындан истифадя олунур. Асанлыгла йохланылыр ки AB  вя 

CD  истигамятлянмиш парчалары йалныз вя йалныз AD  вя BC  парчалары-нын орта нюгтяляри цст-цстя 
дцшдцкдя еквиполент олурлар.  
 Гейд едяк ки, еквиполентлик мцнасибяти ашаьыдакы шяртляри юдяйир: 

1. ихтийари истигамятлянмиш AB  парчасы цчцн ABAB

 . 

2. CDAB

  ABCD


 . 

3. 


 CDAB


 вя 


EFCD


EFAB

 . 

Беляликля, еквиполентлик  мцнасибяти  фязанын  бцтцн   истига- 
мятлянмиш парчалар чохлуьунда еквивалентлик мцнасибятидир. Фязанын бцтцн истигамятлянмиш 

парчалар чохлуьуну W  иля ишаря едяк. 

  еквиполентлик мцнасибятинин щяр бир еквивалентлик синифиня 

вектор ( вя йа сярбяст вектор ) дейилир. БТярифя ясасян, вектор-

 /WV  фактор-чохлуьунун 

елементидир. Векторлар цстцня ох ишаряси гойулан щярфлярля ишаря олунурлар: ,...,ba


. 

 Беляликля, вектор-еля истигамятлянмиш парчалар  чохлуьудур ки, онлардан ихтийари икиси 
еквиполент парчалардыр. Бу чохлуьун ян азы бир парчасы сыфыр истигамятлянмиш парча олдугда вектор 

сыфыр вектор адланыр вя 0


 кими ишаря олунур.  

 Тутаг ки, a


верилмиш вектордур, йяни 

  мцнасибятинин еквивалентлик синфидир. aAB


  

олдугда AB  бцтцн еквивалентлик синфини, йяни a


 векторуну тямсил едир. Бу щалда a


 вектору AB  

кими ишаря олунур. ba


  йазылышы эюстярир ки, a


 чохлуьу b


чохлуьу иля цст-цстя дцшцр, йяни a


 вя b


 
мцхтялиф ъцр ишарялянмиш ейни вектордур.  

 Фязанын ихтийари a


 векторуну вя мяййян O  нюгтясини эютцряк. Исбат едяк ки, aOM


  

шяртини юдяйян бир вя йалныз бир M нюгтяси вардыр. Доьрудан да фярз едяк ки, .aAB


 OB  
парчасынын C  орта нюгтясиня бахаг вя C  нюгтясиня нязярян A нюгтясиня симметрик олан M  

нюгтясини эютцряк. Ики истигамят-лянмиш парчанын еквиполентлик яламятиня ясасян ABOM

 , она 

эюря дя aOM


 . Инди ися эюстяряк ки, M - aOM


  шяртини юдяйян  йеэаня нюгтядир. Тутаг ки, 



aMO


 . Онда MOOM  . Бурадан истигамятлянмиш парчаларын еквиполентлик яламятиня 

ясасяналырыг: ,0 MMMMOOMMOO  йяни M  вя M   нюгтяляри цст-цстя 

дцшцрляр. M нюгтясинин гурулмасыны O  нюгтясиндян a


 векторунун айрылмасы адландырырлар. 
 a


 векторуну тямсил едян ихтийари истигамятлянмиш парча l  дцз хяттиня паралел олдугда вя 
йа онун цзяриндя йерляшдикдя дейирляр ки, a


 вектору l  дцз хяттиня паралелдир. Сыфыр векторун 

истянилян дцз хяття паралел олмасы гябул едилир.  

Яэяр a


 вя b


 векторларынын паралел олдуьу дцз хятт вардырса, бу щалда дейирляр ки, a


 вя b


 
векторлары коллинеардырлар. Айдындыр ки, щеч олмаса бири сыфыр вектор олан ики вектор коллинеардыр. 

ba


йазылышы эюстярир ки, a


 вя b


 векторлары коллинеар-дырлар. 

Тутаг ки, a


 вя b


-коллинеар векторлардыр вя ., bCDaAB


  AB  вя CD  ейни 

истигамятлянмиш парчалар олдугда a


 вя b


 ейни истигамятли, якс истигамятлянмиш парчалар олдугда 

ися якс истигамятли векторлар адланыр. ba


  йазылышы a


 вя b


векторларынын ейни истигамятли 

олмасыны, ba


  йазылышы ися бу векторларын якс истигамятли олмасыны ифадя едир.  

Ихтийари a


 векторуна бахаг вя щяр щансы A  нюгтясиндян aAB


  векторуну айыраг. BA  

вектору a


 векторуна якс олан вектор адланыр вя a


  кими ишаря олунур. BA  векторуна якс олан 

вектор AB  вектору олдуьундан,   .aa


  Сыфыр вектора якс олан вектор сыфыр векторун юзцдцр. 

Векторун узунлуьу дедикдя ону тямсил едян щяр щансы истигамятлянмиш парчанын 
узунлуьу баша дцшцлцр. Сыфыр векторун узунлуьу сыфра бярабярдир. a


 векторунун узунлуьу a


 кими 

ишаря олунур. Узунлуьу ващидя бярабяр олан вектора ващид вектор дейилир. 

2.  Векторлар ъябриндя векторларын топланмасы ямяли мц-щцм рол ойнайыр. Ихтийари a


 вя b


 

векторларыны эютцряк. Щяр-щансы A  нюгтясиндян aAB


  векторуну, сонра ися B нюгтясиндян 

bBC


  векторуну айыраг. cAC


  вектору a


 вя b


 векторлары-нын ъями адланыр вя беля ишаря 

олунур: .bac


  
Векторларын топланмасынын йухарыда эюстярилян гайдасы цчбуъаг гайдасы адланыр. Бу 

гайданы беля ифадя етмяк олар: ихтийари BA,  вя C  нюгтяляри цчцн  

ACBCAB                                        (1) 
бярабярлийи доьрудур. 

 Цчбуъаг гайдасыны ABA ,,  нюгтяляриня тятбиг етмякля алырыг: AABAAB  . Аналожи 

олараг мцяййян едирик ки, ABBBAB  , ABABAA  . Беляликля, ихтийари a


 вектору цчцн: 

  ,0


 aa                                        (2) 

aa


 0  вя .0 aa


                               (3) 
 Коллинеар олмайан векторларын топланмасы цчцн диэяр гайдадан-паралелограм гадасындан 

истифадя олуна биляр. Шякил 1-дя a


 вя b


 векторларынын c


 ъяминин бу гайда иля гурулмасы 
эюстярилмишдир. 
 
                                                                    D                                  C  
                                                                                                                                                                         

                b


 
                               a


                          A                                 B  

                                                                                                   
                                             Шякил 1 

 Теорем 1. Ихтийари ba


,   вя c


  векторлары цчцн ашаьыдакы бярабярликляр доьрудур: 

 .10  abba


  (йердяйишмя хассяси вя йа коммутатив-лик хассяси). 

 .20     cbacba


  груплашдырма хассяси вя йа ассосиативлик хассяси). 



 Исбаты. .10  Тутаг ки, a


 вя b


- ихтийари векторлардыр. Щяр щансы A  нюгтясиндян aAB


 , 

bAD


  векторларыны, сонра ися B  нюгтясиндян bBC


  векторуну айыраг (шяк.1). Гурмайа 

ясасян, ,BCAD   она эюря дя ,DCAB  йяни .aDC


  Цчбуъаг гайдасына эюря,  

ACBCAB   вя ACDCAD  . Бу ися о демякдир ки, ., ACcbACba 


 Беляликля, 

ba


  вя cb


  ейни вектордур. 

 .20 Тутаг ки, cba


,, ихтийари векторлардыр. Щяр щансы A н.гтясини эютцряк вя ардыъыл олараг, 

cCDbBCaAB


 ,,  векторларыны айыраг (шяк.2). Цчбуъаг гайдасына эюря,  BCAB  

., ADCDACAC   Бу ися о демякдир ки,   .ADcba 


 Диэяр тяряфдян, 

,, ADBDABBDCDBC   она эюря дя   .ADcba 


 Беляликля,   cba


  вя 

 cba


   ейни вектордур.  

                                                               
 
                                                                            D       
 

                                         b


                                                  c


 
                  a


                                                                             C                

 

                                                                                                b


 
                                                              A  
                    c


                                                                        

                                                                              a


         B  

                                       cbaAD


    
Шякил 2 

  

   cbap


  вектору  ba


,  вя c


векторларынын  ъями гябул олунур. Теорем 1-я ясасян, 

 .cbap


 Аналожи гайда иля ихтийари  3,...,, 21 naaa n


 векторларынын ъями тяйин олуна биляр.  

a


 вя b


 векторларынын фярги  

axb


  
бярабярлийини юдяйян x


 векторуна дейилир. Эюстярмяк олур ки, ихтийари ики векторун фярги вардыр вя 

биргиймятли тяйин олунур.  
 3. a


 векторунун  щягиги ядядиня щасили  ашаьыдакы шяртляри юдяйян p


 векторуна дейилир: 

 а) ,ap


  бурада    ядядинин мцтляг гиймятидир. 

 б) 0 олдугда ap


  вя 0 олдугда ap


 . 

 p


 векторуну a
  кими ишаря едирляр. 

 а) шяртиндян алыныр ки, йалныз вя йалныз 0  вя йа 0


a  олдугда .0


p Беляликля, 

.00,00


 a  

 Теорем 2. Ихтийари ,  ядядляри вя ba


,  векторлары цчцн ашаьыдакы бярабярликляр доьрудур: 

 .10  aa


1 . 

 .20      .aa
    

 .30    .baba
    

 .40    .aaa
    

 Исбаты. 01  хассясинин доьрулуьу векторун ядядя щасилинин тярифиндян билаваситя алыныр. 

 , ядядляриндян щеч олмаса бири сыфра бярабяр олдугда вя йа a


 вя b


 векторларындан щеч 



олмаса бири сыфыр вектор олдугда диэяр хассялярин дя доьрулуьу ашкардыр. Она эюря дя 

0,0,0,0


 ba  щалында 00 3,2  вя 04  хассяляри-нин  доьрулуьуну ясасландырмаг 

йетярлидир. 

.20 Тутаг ки,     ., aqap
    Векторун ядядя щаси-линин тярифиня эюря, 

., aaqaap
     

Бурадан алыныр ки, .qp


  Эюстяряк ки, .qp


 0  вя 0  мцмкцн щаллары вардыр. Биринъи 

щала бахаг.  ap
   олдуьундан, щямчинин  вя   ейни ишаряли ядядляр олдугларындан p


 вя 

a


 векторлары ейни истигамятлидирляр. Лакин  aq
   вя a


 векторларынын да истигамятляри ейнидир, 

беляликля, .qp


  Аналожи гада иля 0  щалында да мцяййян едирик ки, .qp


 Бурадан 

qp


  бярабярлийиния ясасян,    aa
    олмасы алыныр. 

 .30 Щяр щансы A нюгтясиндян aAB


  векторуну, сонра ися B нюгтясиндян bBC


  

векторуну айыраг. Цчбуъаг гайдасына ясасян, ACBCAB  , йяни .baAC


  Ямсалы   
ядяди олан вя мяркязи BCAB,  вя AC  дцз хяттляриня оид олмайан мцяййян O  нюгтясиндя 

йерляшян щомотетийайа бахаг. Тутаг ки, BA , вя C - BA, вя C  нюгтяляринин образларыдыр.Онда 

,ABBA   ACCABCCB   ,   вя йа  ,aBA
  ,bCB


   .baCA


   Диэяр 

тяряфдян, цчбуъаг гайдасына ясасян, CBBABA  , йяни   .baba
    

 .40 Ики мцмкцн щала бахмаг лазымдыр: а) 0  вя б) 0 . 

 а) 0 . Мцяййян A  нюгтясиндян aAB
  вектору-ну, сонра ися B нюгтясиндян 

aBC
 векторуну айыраг. Онда ., aBCaAB

   0  олдуьуна эюря, BCAB  , 

йяни B нюгтяси A  вя C нюгтяляри арасында йерляшир. Беляликля, BCABAC   вя йа 

aaAC
   . Лакин   вя   ейни ишаряли ядядлярдир, она эюря дя .  Бу ися 

эюстярир ки, 
.aAC
                                       (4) 

0,0     олдугда   AC   вя     a


 векторлары  ейни   истигамятли,  

0,0   , йяни 0   олдугда ися якс истигамятли вектор-лардыр. Она эюря дя (4) 

бярабярлийиния ясасян аларыг:  aAC
  . Диэяр тяряфдян, .baBCABAC

    

Беляликля,   .aaa
     

0 щалында да 04  бярабярлийинин доьрулуьу аналожи гайда иля ясасландырылыр.    

 
Mühazirə 2 

 
Векторларын хятти асылылыьы 

 
 1. Яввялъя векторларын коллинеарлыьына даир ашаьыдакы теореми исбат едяк: 

 Теорем 1. Яэяр a


 вя b


векторлары коллинеардырларса вя 0


a шярти юдянилирся, онда еля 
йеэаня  ядяди вардыр ки,  

ab


 .                                           (1) 
 Исбаты. Илк нювбядя (1) бярабярлийини юдяйян   ядядинин варлыьыны ясасландыраг. 

ba


олдуьундан, йа ba


 , йа да .ba


  Биринъи щалда ,
a

b




 икинъи щалда ися 
a

b




  гябул 

едяк. Векторун фдядя вурулмасы ямялинин тярифиня ясасян, щяр ики щалда (1) бярабярлийини алырыг. 



 Индии ися исбат едяк ки, (1) шяртини юдяйян   ядяди биргиймятли тяйин олунур. Фярз едяк ки, 

1  еля бир щягиги ядяддир ки, .1ab


 Бу бярабярликдян вя (1) бярабярдийиндян алыныр ки, aa


1   

вя йа   .01


 a  0


a  олдуьундан, 01   вя йа .1    

 a


 вектору   мцстявиси цзяриндя йерляшян мцяййян дцз хяття паралел олдугда дейирляр ки, 
a


 вектору    мцстявисиня пара-лелдир. Ашкардыр ки,   мцстявисиня паралел олан a


 вектору   
мцстявисиня паралел олан истянилян мцстявийя дя паралелдир. 

 Яэяр ba


,  вя c


 векторларынын паралел олдуглары мцстяви вардырса, бу щалда дейирляр ки, 

cba


,,  векторлары компланардырлар. Гейд едяк ки, ba


,  вя c


векторларындан щеч олмаса бири сыфыр 

вектор олдугда бу векторлар компланардырлар. Доьрудан да, мцяййянлик цчцн, мясялян, 0


c  

олдуьуну фярз едяк. Фязанын щяр щансы O  нюгтясиндян cOCbOBaOA


 ,,  векторларыны 

айыраг. AO,  вя B  нюгтяляриндян ba


,  вя c


векторларына паралел олан мцстяви кечдийиндян бу 
векторлар компланардырлар. 
 Компланар векторлара даир теореми исбат едяк: 

 Теорем 2. Яэяр ba


,  вя c


 векторлары компланардырса вя  ba


, -коллинеар олмайан 

векторлардырса, онда еля йеэаня   вя   ядядляри вардыр ки,  

.bac
                                         (2) 

 Исбаты. Яввялъя (2) бярабярлийини юдяйян   вя   яэядляринин варлыьыны исбат едяк. 

Мцяййян O  нюгтясиндян cOCbOBaOA


 ,,  векторларыны айыраг. Бу векторлар комп-ланар 

олдугларындан CBAO ,,,  нюгтяляри бир мцстяви цзяриндя йерляширляр, ейни заманда BAO ,,  

нюгтяляри бир дцз хятт цзяриндя йерляшмирляр ( bOBaOA


 ,  коллинеар олмайан векторлардыр). 
                                                                                                                                                                              
                        B                                    B                                 C  
                                                                                                           
       
          C  
                                                                                  A         1C  

      O                              A               O     
                    )a                                                    )b  

Шякил  5 

C  нюгтяси OB  дцз хятти цзяриндя йерляшдикдя  (шяк.5, a ), cOCbOB


 ,  векторлары коллинеар 

олурлар. Бу щалда теорем 1-я ясасян bc
   вя йа bac

  0 шяртини юдяйян   ядяди вардыр, 

йяни (2) бярабярлийи юдянилир. C  нюгтясинин OB дцз хятти цзяриндя йерляшмядийи щала бахаг (шяк. 
5, )b . OB  дцз хяттиня 1CC  паралел дцз хяттини кечиряк, бурада 1C OA  дцз хяттинин нюгтясидир. 

Цчбуъаг гайдасына ясасян, 11 CCOCOC  . Лакин OAOC1 , ,1 OBCC она эюря дя 

bCCaOC
   11 ,  бярабярликлярини юдяйян   вя   ядядляри вардыр. Беляликля, baOC

   , 
йяни (2) бярабярлийи юдянилир. 
 Инди ися (2) бярабярлийини юдяйян   вя   ядядляринин биргиймятли тяйин олундуьуну исбат 

едяк. Тутаг ки, 1  вя 1   еля ядядлярдирляр ки, .11 bac
    Бу бярабярликдян вя (2) 

бярабярлийиндян аларыг:     .011


 ba   Ашкардыр ки, .0,0 11   Доьрудан да, 

мясялян, 01   олду-ьуну фярз етсяк, сонунъу вектор бярабярлийиндян аларыг: ,
1

1 ba








  

бу ися a


 вя b


 векторлары коллинеар олмадыьына эюря мцмкцн дейил. 
 2. Тутаг ки,  

naaa


,...,, 21                                        (3) 



векторлар системи вя n  сайда n ,...,, 21  щягиги ядядляри верил-мишдир. nnaaab





  2211  

вектору верилмиш naaa


,...,, 21  векторларынын хятти комбинасийасы  адланыр. Щямчинин дейирляр ки, b


 

вектору naaa


,...,, 21  векторлары иля хятти ифадя олунур.  
 Яэяр   

02211





 nnaaa                           (4) 

бярабярлийини юдяйян вя  щеч олмаса бири сыфырдан фяргли олан n ,...,, 21  ядядляри вардырса, о 

щалда дейирляр ки, (3) векторлар системи хятти асылыдыр. (4) бярабярлийи йалныз 0...21  n  

олдугда юдянилдийи щалда ися  naaa


,...,, 21  хятти асылы олмайан векторлар системи адланыр.  
 1n  щалында бир вектордан ибарят систем алыныр. Ашкардыр ки, беля систем йалныз системин 
вектору сыфыр вектор олдугда хятти асылыдыр. 
 Хятти асылы олан векторлар системинин бязи хассялярини нязяр-дян кечиряк.  

 .10 1n  щалында  (3) векторлар системинин хятти асылы олмасы цчцн зярури вя кафи шярт бу 
векторлардан щеч олмаса биринин системин галан векторларынын хятти комбинасийасы олмасыдыр. 
 Тутаг ки, (3) векторлар системи хятти асылыдыр. Бу о демякдир ки, (4) бярабярлийи юдянилир  вя 

n ,...,, 21  ядядляриндян щеч олмаса бири сыфырдан фярглидир. Мцяййянлик цчцн 0k   ( nk ,..,2,1  
ядядляриндян биридир) олдуьуну  фярз  едяк. (4) бяра-бярлийини  

n
k

n
k

k

k
k

k

k

kk
k aaaaaa
























 





1
1

1
1

2
2

1
1  

шяклиндя йазаг. Бурадан эюрцнцр ки, ka


 вектору (3) системинин галан векторларынын хятти 

комбинасийасыдыр. 
 Тярсиня, тутаг ки, (3) системиндя ka


 вектору галан вектор-ларын хятти комбинасийасыдыр: 

.111111 nnkkkkk aaaaa






     

Бу бярабярлийи ашаьыдакы кими йазаг: 
  .01 111111








  nnkkkkk aaaaa   

Сонунъу бярабярлик (3) векторлар системинин хятти асылы олдуьуну эюстярир ( ka


 векторунун ямсалы 

сыфырдан фярглидир).  

 .20  Алт системи хятти асылы олан векторлар системи хятти асылыдыр. 
 Тутаг ки, (3) векторлар системи верилмишдир вя laaa


,...,, 21   nl   векторлар системи хятти 

асылыдыр. Демяли, щеч олмаса бири сыфырдан фяргли олан еля l ,...,, 21  ядядляри вардыр ки,  

.02211





 llaaa   

Бу бярабярлийи ашаьыдакы кими дя йаза билярик: 

.000 12211








  nlll aaaaa   

Беляликля , (3) векторлар системи дя хятти асылыдыр.  

.30  Хятти асылы олмайан векторлар системиндя сыфыр вектор йохдур. 

.40  Хятти асылы олмайан векторлар системинин истянилян алт системи хятти асылы дейил. 
03  хассясинин доьрулуьу 02  хассясиндян билаваситя алыныр, 04  хассясинин доьрулуьу ися 

яксини фярз етмя иля асанлыгла ясасландырылыр. 
3. Векторларын хятти асылылыьынын щяндяси мащиййятини изащ едян теоремляри гейд едяк. 

Теорем 3. ba


,  векторлар системи йалныз вя йалныз бу векторлар коллинеар олдугда хятти 
асылыдыр. 

Исбаты. Тутаг ки, ba


,  векторлар системи хятти асылыдыр. 01  хассясиня эюря бу векторлардан 

щеч олмаса бири диэяри иля хятти ифадя олунур. Мцяййянлик цчцн ab


  олдуьуну гябул едяк. 

Бурадан эюрцнцр ки, a


 вя b


 векторлары коллинеардырлар. 

Тярсиня, тутаг ки, a


 вя b


 векторлары коллинеардырлар. 0


a  олдугда 03  хассясиня эюря 

ba


,  векторлар системи хятти асылыдыр. 0


a  олдугда ися теорем 1-я ясасян, ab


 . Бурадан 

  01


 ba  бярабярлийи алыныр, йяни ba


,  векторлар системи хятти асылыдыр. 



Теорем 4. cba


,,  векторлар системи йалныз вя йалныз бу векторлар компланар олдугда хятти 
асылыдыр. 

Исбаты. Тутаг ки, cba


,, векторлар системи хятти асылыдыр:  

0


 cba  , 

бурада  ,,  ямсалларындан щеч олмаса бири сыфырдан фярглидир. Эюстяряк ки, ba


,  вя c


 векторлары 

компланардырлар.  ,   вя йа   ямсалларындан щеч олмаса бири сыфра бярабяр олдугда щюкмцн 

доьрулуьу ашкардыр. Доьрудан да, мясялян, 0 олурса, онда 0


 ba   вя теорем 3-я эюря 

a


 вя b


 векторлары коллинеар-дырлар. Бу ися ba


,  вя c


 векторларынын компланар олмасы демякдир. 

0,0,0    щалына бахаг.  

 Мцяййян O  нюгтясиндян aOA


  векторуну, сонра ися A  нюгтясиндян bAB


  

векторуну айыраг. OBABOA   олдуьундан, .OBba 
   Диэяр тяряфдян, 

,cba
   она эюря дя .cOB

 AO,  вя B  нюгтяляриндян   мцстявиси кечир. 

0,0,0    олдуьундан, aOA
 , bAB


  вя  cOB

  бярабярликляриндян алыныр ки, 

ba


,  вя c


 векторлары   мцстявисиня паралелдирляр вя она эюря дя компланардырлар. 

 Тярсиня, тутаг ки, cba


,, векторлары компланардырлар. Яэяр ba


оларса, онда теорем 3-я 

ясасян, a


 вя b


 векторлары хятти асылыдырлар вя 02  хассясиня эюря cba


,, векторлар системи хятти 

асылыдыр. a


 вя b


 векторлары коллинеар олмадыгда ися теорем 2-йя ясасян, .bac
    Бурадан 01  

хассясиня ясасян cba


,, вектор-лар системинин хятти асылы олмасы алыныр.  

 
III  Mühazirə 

Fəzada afin və düzbucaqlı koordinat sistemləri. Parçanın verilən nisbətdə 
bölünməsi. 

 
1. Tutaq ki, fəzanın ixtiyari Ο nöqtəsi və ixtiyari l1, 12,13 bazisi verilmişdir. Ο 
nöqtəsindən və l1, 12,13 bazisindən ibarət olan dördlüyə fəzada ümumi dekart koordinat 
sistemi və ya afin koordinat sistemi deyilir və Ol1l2l3 və ya (O,l1,l2,l3) simvolu ilə işarə 
olunur (şəkil 1).  
Ο nöqtəsi koordinat başlanğıcı, l1,l2 və l3- koordinat vektorları adlanır.  
Koordinat başlanğıcından keçən, koordinat vektorlarına paralel olan  
və üzərində müsbət istiqamət təyin olunmuş düz xəttlərə koordinat  
oxları deyilir. l1,l2 və l3 vektorlarına paralel olan oxlara uyğun olaraq absis, 
ordinat, aplikat oxları deyilir  və  Ox, Oy, Oz kimi işarə olunur. 
Ox və Oy, Ox və Oz, Oy və Ox, Oy və Oz oxları ilə təyin olunan müstəvilərə                                  
şəkil 1. 
koordinat müstəviləri deyilir və Oxy, Oxz, Oyz kimi işarə olunur. Ol1l2l3 koordinat sistemi 
bəzən Oxyz kimi də işarə olunur. Fəzanın ixtiyari Μ nöqtəsini götürək. OM radius-
vektorunun l1, l2, l3 bazisindəki x, y, z 
koordinatları Μ nöqtəsinin Ol1l2l3 koordinat sistemindəki  
koordinatları adlanır və M(x,y,z) kimi işarə olunur. X ədədi  
absis, Υ ədədi ordinat, Ζ ədədi aplikat adlanır (şəkil 2). 
Beləliklə, OM=xe1+ye2+ze3.                                             
        Ümumi dekart koordinat sistemində verilmiş M1(x1,y1,z1)       
şəkil 2. 
və M2(x2,y2z2) nöqtələri üçün M1M2 vektorunun koordinatları belə hesablanır; 
M1M2=OM2-OM1= =x2e1+y2e2+z2e3- (x1e1+y1e2+z1e3) = (x2-x1)e1+(y2-y1)e2+ (z2-z1)e3. 
Deməli, M1M2 vektorunun M1M2(x2-x1,                y2-y1, z2-z1) koordinatları vardır. 



Digər tərəfdən, M1M2 parçasını λ nisbətində bölək (λ ≠ -1). Μ nöqtəsinin 
koordinatlarını hesablamaq  
 
üçün  OM=                               bərabərliyindən istifadə olunur. Bu bərabərliyə əsasən 
müəyyən edirik ki,                               
 
M nöqtəsinin x, y, z  koordinatları  x=                 ,  y=                 ,  z=                  düsturları 
ilə hesablanır.  
 
 
Xüsusi halda, M1M2 parçasının orta noqtəsinin (λ=1)    x=              ,   y=              ,  z=               
koordinatları vardır. 
 l1,12,13 bazisi ortonormal bazis olduqda Ol1l2l3 düzbucaqlı dekart və ya sadəcə 
düzbucaqlı koordinat sistemi adlanır. Düzbucaqlı koordinat sistemi adətən Ojik kimi işarə 
olunur, burada i2=j2=k2=l, ij=ik=jk=0. 

Oijk düzbucaqlı koordinat sistemində koordinatları ilə verilmiş M1(x1,y1,z1) və 
M2(x2,y2,z2) nöqtələri  

 
arasındakı məsafə M1 Μ2 = │M1 M2│= √ (x2 – x1)2 + (y2 - y1 )2 + (z2 - z1 )2   düsturu ilə 
hesablanır. 
 
 

ЫВ  Мцщазиря 
 

Векторларын скалйар щасили 
 

 1. Тутаг ки, a


 вя b


сыфырдан фяргли векторлардыр. Ихтийари O  нюгтясиндян aOA


  вя 

bOB


  векторларыны айырыб OA вя OB  шцаларына бахаг (шяк. 8, а).  a


 вя b


 векторлары 
арасындакы буъаг дедикдя  OA вя OB шцалары цст-цстя дцшмядийи щалда  бу шцалар 
арасындакы буъаг, йяни AOB буъаьы баша дцшцлцр. OA вя OB  шцалары цст-цстя дцшдцкдя 
ися a


 вя b


 векторлары арасындакы буъаьын сыфра бярабяр олмасы гябул едилир. a


 вя b


 

векторлары арасындакы буъаг  ba


,  кими ишаря олунур. Тяряфляри ейни истигамятли олан 
буъаглар бярабяр олдуьундан (шяк. 8, б), верилмиш векторлар арасындакы буъаг O  
нюгтясинин сечиминдян асылы дейил. 
                                                                                             1A                                                               
      a


      A          

                                                         A                                    1B     
   O                       B                                                1O  

           b


                                 O  
                                                                         B  
                   а)                                                            б)  

Шякил 8 

  ba


, =
2


 олдугда сыфырдан фяргли a


 вя b


 векторларына гаршылыглы перпендикулйар 

векторлар дейилир. Бу щалда ba


  йазылыр. a


 вя b


 векторларындан щеч олмаса биринин  сыфыр 

вектор олмасы щалында  ba


, =
2


 олдуьуну гябул едирик. Бурадан айдын олур ки, сыфыр вектор 

истянилян вектора перпендикулйардыр. Беляликля,  истя-нилян a


 вя b


 векторлары цчцн  
  .,0  ba


 

OM1+ λOM2 
1+ λ 

x1+ λx2 
1+ λ 

y1+ λy2 
1+ λ 

z1+ λz2 
1+ λ 

x1+ x2 
2 

y1+ y2 
2 

z1+ z2 
2 



 Ики векторун узунлугларынын онлар арасындакы буъаьын косинусуна щасилиня бу 
векторларын скалйар щасили дейилир. a


 вя b


 векторларынын скалйар щасили ba


  вя йа ba


 кими 

ишаря олунур. Беляликля, тярифя ясасян, 
 .,cos bababa


                                                               (1) 

 Бу дцстурдан эюрцнцр ки, йалныз вя йалныз  ba


  олдугда 0ba


. Бу нятиъя a


 вя 
b


 векторларындан щеч олмаса бири  сыфыр вектор олдугда да доьрудур. 

 (1) дцстурундан алыныр ки, .
2

aaa


  aa


 ядяди  a


вектору-нун скалйар квадраты 

адланыр вя 2a


 кими ишаря олунур. Беляликля, 

.2aa


                                                                   (2) 

 2. Ики векторун скалйар щасилини онлары координатларына эюря тяйин етмяйя имкан 
верян ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 1. Ортонормаллашдырылмыш базисдя верилмиш  321 ,, aaaa


 вя  321 ,, bbbb


 

векторларынын скалйар щасили 

332211 babababa 


                                                      (3) 
дцстуру иля ифадя олунур. 
 Исбаты. a


 вя b


 векторларындан щеч олмаса бири сыфыр вектор олдуьу щалда (3)  

бярабярлийинин доьрулуьу ашкардыр. Она эюря дя 0


a  вя 0


b  щалына бахмаг  кифайятдир.  
Яввялъя фярз едяк ки, a


 вя b


 векторлары коллинеардырлар. Щяр щансы  O  нюгтясиндян 

aOA


  вя  bOB


  векторларыны айыраг вя OAB  цчбуъаьына бахаг. Косинуслар теореминя 

эюря               cos2222 OBOAOBOAAB  , бурада  ., ba


  ,abAB


  bOBaOA


 ,  
олдуьундан  сонунъу бярабярлийи беля йаза билярик: 

.
2

1 222






  abbaba


                          (4) 

  332211 ,, abababab 


 олдуьундан,      233
2

22
2

11

2
abababab 


. Аналожи 

мцщакимяйя эюря 

,2
3

2
2

2
1

2
aaaa 


.2

3
2
2

2
1

2
bbbb 


                                                (5) 

Бу гиймятляри (4) дцстурунда йериня йазыб, мцвафиг елементар чевирмяляри 
апарсаг, (3) дцстуруну аларыг. 
 Инди ися a


 вя b


 векторларынын коллинеар олдуьуну гябул едяк. Коолинеар векторлара 

даир теоремя ясасян еля   ядяди вардыр ки, .ba


 Бу ися о демякдир ки,  

332211 ,, bababa   .                                                         (6) 

Скалйар щасилин тярифиня ясасян    .,cos bbbbbbba


   Бура-дан алыныр ки, истянилян   

ядяди цчцн: .
2

bba


 Билирик ки, ,2
3

2
2

2
1

2
bbbb 


она эюря дя  

        332211
2
3

2
2

2
1 bbbbbbbbbba  


. 

Сонунъу бярабярликдя  (6)  шяртляриндян истифадя етсяк, (3) дцстуруну аларыг.  
           Нятиъя 1.Ортонормаллашдырылмыш базисдя верилян  321 ,, aaaa


  вя  321 ,, bbbb


  

векторлары йалныз вя йалныз  
0332211  bababa  

олдугда гаршылыглы перпендикулйардырлар. 
           Нятиъя 2. Ортонормаллашдырылмыш базисдя верилян сыфырдан фяргли   321 ,, aaaa


  вя 

 321 ,, bbbb


 векторлары арасында галан буъаьын косинусу 



 
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211,cos
bbbaaa

bababa
ba







                                                   (7) 

дцстуру иля щесабланыр. 

            Доьрудан да, (1) дцстуруна эюря   .,cos
ba

ba
ba 


  Бу бярабярликдя aba


,  вя 

b


нин  (3) вя (5) дцстурларындан олан гий-мятлярини йериня йазсаг,  (7)  дцстуруну аларыг.  

 3. Ашаьыдакы теорем векторларын скалйар щасили ямялинин ясас хассялярини ифадя едир.  
 Теорем 2. Ихтийари  вя   ядядляри вя ихтийари ba


, вя c


 векторлары цяцн ашаьыдакы 

бярабярликляр доьрудур: 

 ..10 abba


  

    baba


 .20  вя    .baba


   

   ..30 cbcacba


  

Исбаты. Ортонормаллашдырылмыш kji


,,  базисини сечяк вя верилмиш векторларын 

     321321321 ,,,,,,,, ccccbbbbaaaa


 коорди-натларыны  дахил едяк. Бярабярликлярдян бирини, 

мясялян 03 бярабяр-лийини исбат едяк, галанлары  ейни гайда иля исбат олунур.  
  32211 ,, babababa 


 олдуьундан,    (3) дустуруна ясасян,                  

          2211222222111 cacacbacbacbacba


  

   .33221133 cbcacbcbcbca


   

 Нятиъя 3. Ихтийари cba


,, вя c

векторлары цчцн  

   dbdacbcadcba


  
 бярабярлийи доьрудур. 
 4. Скалйар щасилдян истифадя едяряк, ортонормаллашдырылмыш базисдя векторун 
координатларынын щяндяси мянасыны изащ едяк. Тутаг ки, a


ортонормаллашдырылмыш kji


,,  

базисиндя  321 ,, aaaa


 координатлары иля  верилмиш сыфырдан фяргли вектордур. Бу о демяк-дир 

ки, .321 kajaiaa


  Бу бярабярлийин щяр ики тяряфини ардыъыл олараг ji


,  вя k


 векторларына 

скалйар вураг вя ,1 kkjjii


 0 kjkiji


 шяртлярини нязяря алаг:  

.,, 321 kaajaaiaa


  Яэяр      kajaia


,,,,, 321    ишаря етсяк, онда сонунъу 
дцстурлары бу шякилдя йаза билярик: 

.cos,cos,cos 332211  aaaaaa


                                               (8) 

 321 cos,cos,cos   ядядляри a


 векторунун kji


,,  бази-синдя йюнялдиъи косинуслары  
адланыр. (8) дцстурларындан алыныр ки, векторун щяр бир координаты бу векторун узунлуьунун 
уйьун йюнялдиъи косинуса щасилиня бярабярдир.  
 321 ,, aaa  координатларынын (8) дцстурларындан олан гиймят-лярини   (5)-ин 1-ъи 
дцстурунда нязяря алаг: 

 3
2

2
2

1
222

coscoscos   aa


 

вя йа 0a


  шяртиня ясасян, 

.1coscoscos 3
2

2
2

1
2    

 Беляликля, истянилян сыфырдан фяргли векторун йюнялдиъи косинусларынын квадратлары ъями 
ващидя бярабярдир. 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

В  Мцщазиря 
 

Мцстявинин орийентасийасы 
 
  
  L  алт фязасынын бцтцн базисляри чохлуьуну Б иля ишаря едяк. 0BA  олдугда 

дейяъяйик ки, BA, Б  базисляри   мцнасибятиндядирляр (ейни орийентасийайа маликдирляр). 
Бу щалда BA  йазылышындан истифадя едяъяйик. Исбат едяк ки, L  алт фязасынын бцтцн 
базисляринин Б чохлуьунда   мцнасибяти еквивалентлик мцнасибятидир.  
 1) Истянилян A  базиси цчцн: .AA Бу нятиъя 01  хассясиндян алыныр.  
 2) Яэяр BA  оларса, онда .AB Доьрудан да, BA  .0 BA Лакин 03  

хассясиндян алыныр ки, 0
1


BA

AB , она эюря дя .AB  

 3) Яэяр BA  вя CB  оларса, онда .CA Доьрудан да, 
BA .0,0  CBCBBA 02  хассясиня  ясасян, CA     ,0 CBBA  йяни .CA  

 Исбат едяк ки, Б /  фактор-чохлуьу йалныз ики елементдян ибарятдир. Бундан ютрц 

 21, aaA


  вя  12 , aaB


  базисляриня бахаг. 1
01

10
BA  олдуьундан, AK  вя BK  

еквивалентлик синифляри цст-цстя дцшмцрляр. Йохламаг олур ки, ихтийари  21, ccC


  базиси йа 

AK  синфиня, йа да BK  синфиня дахилдир. Доьрудан да, 02  хассясиня эюря   .CBBACA   

Лакин ,1BA  она эюря дя .CBCA   Бурадан алыныр ки, йа ,0CA  йа да .0CB Биринъи 

щалда ,AKC икинъи щалда ися BKC  олур. 



 Б /   фактор-чохлуьунун елементляриндян щяр бириня L  вектор алт фязасынын 
орийентасийасы  дейилир. Бу орийентасийалардан бирини сечяк вя ону мцсбят орийентасийа  ( 
диэярини ися-мянфи орийентасийа) адландыраг. Мцсбят орийентасийанын сечилдийи L  вектор алт 
фязасына орийентасийа олунмуш алт фяза дейилир. Мцсбят орийентасийалы базисляр  саь 
базисляр, мянфи орийентасийалы базисляр ися сол базисляр адланыр.  
 Векторларынын алт фязасы орийентасийа олунмуш мцстявийя орийентасийа олунмуш 
мцстяви дейилир. 21,ee


 базиси саь базис олдугда  21eeO


 координат  системи 

 саь,  сол  базис   олдугда   ися   сол                                                       1e


       
координат системи адланыр. Шякил 1- 
дя 21eeO


- саь   координат   системи,                                                        O      1e


      

  21 eeO


сол  координат   системи-                                                    2e


  
дир.  Цмумиййятля,  координат  сис- 
темляринин тясвири заманы саь коор-                                                                    Шякил 1     
динат системиня  еля  координат  системи аид едилир ки, онун Ox  вя Oy охлары саь ялин ачылмыш 
овуъуна бахдыгда баш вя шящадят бармаглары кими йерляшмиш олсунлар. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

VI  Mühazirə 
Fəzada afin və düzbucaqlı koordinat sistemlərinin çevrilməsi. 

 
2. Koordinatları ilə verilmiş üc vektorun komplanarlıq əlamətini ifadə edən 
aşağıdakı teorem doğrudur:  

Teorem: İxtiyari l1, 12, l3 bazisində koordinatları ilə verilmiş a1(a1,a2,a3), b1(b1,b2,b3), 
c1(c1,c2,c3)  

vektorlarının komplanar olması üçün zəruri və kafi şərt                = 0    bərabərliyin 
ödənilməsidir.      (2)

a1,b1,c1 

a2,b2,c2 

a3,b3,c3 

 



İsbatı. Tutaq ki, a , b və c  komplanardırlar. Onda bu vektorlar xətti asılıdırlar, yəni eyni vaxtda 
sıfıra bərabər 
olmayan elə α, β, γ ədədləri vardır ki, α a +β b +γ c = 0 (3) 
Bu bərabərliyi koordinatlarala yazaq:   αa1+ βb1+ γc1= 0,   αa2+ βb2+ γc2= 0,   αa3+ βb3+ γc3= 0
    (4) 

Beləliklə, (2) bərabərliyinin sol tərəfindəki Δ determinantının sütunları xətti asılıdır. Bu isə Δ=0, 
yəni (2) bərabərliyinin ödənilməsi deməkdir. 

Tərsinə, tutaq ki, (2) bərabərliyi ödənilir. Onda Δ determinantının sütunları xətti asıhdır, yəni (4)  
 
 
 

bircins tənliklər sisteminin sıfırdan fərqli həlləri vardır. (4) bərabərlikləri uyğun olaraq, l1, 12, l3 
vektorlarına vurub toplasaq, (3) bərabərliyini alarıq. Deməli, a, b və c vektorları xətti asılıdırlar, 
ona görə də komplanardırlar. Teorem isbat olundu. 

Müəyyən nizamla götürülmüş komplanar olmayan ixtiyari üç vektor üç-ölçülü V vektor fəzasının 
bazisi əmələ gətirdiyindən V fəzasında sonsuz sayda bazislər vardır. Bu bazislərdən ikisini 
göstərək:  

A=( a1, a2, a3) və B (b1, b2, b3). Β bazisinin vektorlarını Α bazisinin vektorları üzrə ayıraq: 
 

       b1= c11a1+ c21a2 + c31a3 ,        b2= c12a1+ c22a2 + c32a3 ,        b3= c13a1+ c23a2 + c33a3  
 

b1, b2 və  b3 vektorlarının koordinatlarından düzələn üç tərtibli                                     (5) 

 

 

matrisinə baxaq. (5) matrisi Α bazisindən Β bazisinə keçid matrisi deyilir. Keçid matrisinin 
determinantını                 
 

Α│Β kimi işarə edək. Beləliklə, Α │ B=(a1, a2, a3) │ (b1, b2, b3) = 
 
 

b1, b2, b3  vektorları xətti asılı olmadığından isbat etdiyimiz teoremə görə Α │ Β a ≠ 0  

           Fəzanın ixtiyari Α, Β və C bazisləri üçün aşağıdakı bərabərliklər ödənilir: 

c11c12c13 

c21c22c23 

c31c32c33 

c11c12c13 

c21c22c23 

c31c32c33 



1. Α│A = 1; 
2. (Α│B)(B│C) = A │C;  
3. (Α│B)(B│A) = 1 
Fəzanın bütün bazisləri çoxluğunu β ilə işarə edək. Α │ Β a    0 olduqda deyirki, Α, Β     
βbazisləri Δ münasibətindədirlər (və ya eyni oriyentasiyaya malikdirlər). 1-3 
xassələrindən bilavasitə alınır ki, Δ münasi-bəti β çoxluğunda ekvivalentlik münasibətidir. 
Göstərək ki, β │Δ faktor- çoxluğu yalnız iki elementdən ibarətdir. Bundan 

0 1 0 

ötrü A=(a1, a2, a3) və B=( b1, b2, b3) bazisləri götürək. A│B=1 0 0 = -1 olduğundan, KA və 
KB ekvivalentlik 

0 0 1 
sinifləri üst-üstə düşmürlər. Digər tərəfdən, ixtiyari =( c1, c2, c3) bazisi üçün 2 xassəsinə 
görə,  
Α │C=(A │B)(B│C)=-B│C. Buradan alınır ki, ya Α│C    0, ya da Β│C    0. Birinci halda C   
KA, ikinci halda isə C    KB olur.  

Β│Δ fakor-çoxluğunun elementlərindən hər birinə V vektor fəzasının oriyentasiyası 
deyilir. Bu oriyentasiyalarından birini seçək və onu sağ oriyentasiya (digərini isə sol 
oriyentasiya) adlandıraq. Müsbət oriyentasiyanın seçildiyi V vektor fəzasına oriyentasiya 
olmuş vektor deyilir. Müsbət oriyentasiyalı bazislər sağ bazislər, mənfi oriyentasiyalı 
bazislər isə sol bazislər adlanır. 

Tutaq ki, V-E3 evklit fəzasına uyğun olan vektor fəzadır (yəni onun yönəldici vektor 
fəzasıdır).                         V oriyentasiya olunmuş vektor fəza olduqda deyirlər ki, E3 
fəzası oriyentasiya olunmuşdur. Bu halda                          e1, e2, e3  sağ (sol) bazis 
olduqda Oe1e2e3  koordinat sistemi sağ (sol) koordinat sistemi adlanır. Adətən fəzanın 
oriyentasiyası elə seçilir ki, Oxyz sağ koordinat sisteminin Ox, Oy, Oz oxları sağ əlin baş 
şahədət və orta barmaqları boyunca yönəlmiş olsunlar.  

3.  Tutaq ki, fəzada iki Oe1e2e3 və O'e1'e2'e3' afin koordinat sistemləri verilmişdir. Bu 
koordinat sistemlərini köhnə və yeni koordinat sistemləri adlandıraq. Tutaq ki, M-fəzanın 
ixtiyari nöqtəsi olub, köhnə  və yeni koordinat sistemlərindən də x,y,z və x', y', z' 
koordinatlarına malikdir. Yeni koordinat sisteminin başlanğıcının və bazis vektorlarının 
köhnə koordinat sistemindəki O'(x0, y0, z0), e'(c11, c21, c31), e'(c12, c22 , c32), e'(cl3, c23, 
c33) koordinatlarını bilərək x, y, z koordinatlarını x', y', z'  koordinatları ilə ifadə edək.  
 

 
Verilənlərə görə, 

OO' = x0e1 + y0e2 + z0e3                                                   e'2 =  c12e1 + c22e2 + c32e3 ,                    (6) 

          e'1 =  c11e1 + c21e2 + c31e3 ,                                           e'  =  c13e1 + c23e2 + c33e3 , 

Üçbucaq qaydasına əsasən, OM = OO' + O'M , ona görə də xe1 + ye2 + ze3 = OO' + x'e1 
+ y'e2 + z'e3.                       Bu bərabərliyin sağ tərəfində (6) ayrılışlarını nəzər alıb, hər iki 
tərəfdəki uyğun əmsalları müqayisə etsək, yaza bilərik: 
x = c11x' + c2l y' + c3l z' + x0,     y = c2l x'+c22 y'+c23 z' + y0,      z = c2l x' +c22y' + c23z' + z0 (7)

(7) düsturlarına fəzada afin çevirmə düsturları deyilir. e1, e2, e3  vektorları komplanar 
olmadığından 

                                                               C=                                    (8) 

c11c12c13 

c21c22c23 

c31c32c33 



Matrisinin Δ determinantı sıfırdan fərqlidir. Ona görə də (7) sistemi x', y', z' 

koordinatlarına nəzərən həll olunandır. (7) düsturlarından xüsusi hal kimi koordinat 

başlanğıcının köçürülməsi, yeni O'e1'e2'e3' sistemindən O'e1e2e3   sisteminə keçid zamanı 
koordinatların çevirmə düsturları alınır. x = x' + x0 , y = y' + y0, z = z' + z0 

Digər tərəfdən yeni Oe'1e'2e'3 koordinat sistemi köhnə Oe1e2e3   koordinat 
sistemindən yalnız koordinat vektorları ilə fərqləndikdə (koordinat vektorlarının əvəz 
olunması), (7) düsturları belə yazılır: 

              x = c11x' + c2l y' + c3l z' ,           y = c2l x'+c22 y'+c23 z' ,          z = c3l x' +c32y' + c33z' 
. 

Oijk  düzbucaqlı koordinat sistemindən O'i'j'k' düzbucaqlı koordinat sisteminə keçid 
zamanı (7) düsturların-dan istifadə oluna bilər. Lakin bu halda (8) keçid matrisinin 
üzərinə əlavə şərtlər qoyulur. Bu şərtlər aşağıdakılardır: C matrisinin hər bir sətrinin 
elementlərinin kvadratları cəmi vahidə bərabərdir və iki müxtəlif sətrinin uyğun 
elementlərinin hasilləri cəmi sıfıra bərabərdir. 
 
Belə xassələrə malik olan C kvadrat matrisinə ortoqonal matris deyilir. Məsələn:              
, 
 
 
ortoqonal matrislərdir. Qeyd edək ki, ortoqonal C matrisinin Δ determinantı Δ2 = 1 şərtini 
ödəyir, yəni Δ = ±1. i, j, k  və i',  j', k'  bazisləri eyni oriyentasiyalı olduqda Δ = 1, əks 
oriyentasiyalı olduqda isə Δ = -1 olur.  

ВЫЫ  Мцщазиря 
 

Мцстяви цзяриндя  дцз хятт тянликляри. Дцз хяттинцмуми тянлийи. 
 Дцз хяття нязярян йарыммцстявиляр 

 
 1. Верилмиш дцз хяття паралел олан истянилян вектор онун йюнялдиъи, йахуд 
истигамятвериъи вектору адланыр. Дцз хяттин вязиййяти  бу дцз хяттин йюнялдиъи векторунун 
вя мцяййян нюгтяси-нин, йахуд ики нюгтясинин верилмяси иля  биргиймятли тяйин олунур. 
 Тутаг ки, мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системи сечилмишдир вя бу системдя 

d  дцз хяттинин мцяййян  000 , yxM  нюгтясинин   вя   йюнялдиъи   21aaa


                                           
d  
векторунун координатлары мялум-                  a


              

дур  (шяк. 19). d  дцз хяттинин тянли-                                    yxM ,  
йини  йазаг. Ашкардыр  ки,   yxM ,  

нюгтяси йалныз вя йалныз  MM 0  вя          0M     
a


 векторлары коллинеар  олдугда d                  2e


 

дцз хяттиня аид олар.  MM 0  векто-             O                       1e


 
ру   21eeO


  координат   системиндя                                           

 00 , yyxx   координатлары олду-                          Шякил 19 

ьундан, MM 0  вя a


 векторларынын коллинеарлыг шяртини беля йаза билярик: 

.0
20

10 




ayy

axx
                                                              (1) 

 M нюгтяси d дцз хятти цзяриндя йерляшдикдя онун координатлары  (1) тянлийини 
юдяйирляр вя бу нюгтя d дцз хятти цзяриндя йерляшмядикдя ися онун координатлары (1) 

0 1 0 

1 0 0 

0 0 1 

cosφ  sinφ    0 

-sinφ  cosφ   0 

0         0        1 



тянлийини юдямирляр, она эюря дя (1) тянлийи d дцз хяттинин тянлийидир. (1) тянлийини бу шякилдя 
дя йазмаг олар: 

    .00102  yyaxxa                             (2) 
 2. Ики нюгтяси иля верилян дцз хяттин тянлийини чыхараг. Тутаг ки, 21eeO


афин координат  

системиндя d                      d  
 дцз хяттинин  111 , yxM  вя  222 , yxM                         1M    
нюгтяляринин координатлары мялумдур 
(шяк. 20). Онда 21MM вектору d дцз 
хяттинин йюнялдиъи векторудур. Бу век-        2e


    

тор 21eeO


  афин  координат  системиндя                                     2M  
 1212 , yyxx   координатларына ма-    O               1e


        

ликдир. Она эюря дя (1) дцстуруна яса- 
сян d дцз  хяттинин  тянлийи  ашаьыдакы                         Шякил 20 
кими йазылар: 

.0
121

121 



yyyy

xxxx
                                                              (3) 

012  xx  вя 012  yy  олдугда (3) тянлийини бу шякилдя дя йазмаг олар: 

.
12

1

12

0

yy

yy

xx

xx








                                                                 (4) 

 3. Тутаг ки, мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системи сечилмиш вя  ординат 
охуну кясян d дцз хятти верилмишдир. Яэяр  21,aaa


- d дцз хяттинин йюнялдиъи векторудурса, 

онда a


 вя 2e


 коллинеар олмайан векторлардыр, она эюря дя .01 a
1

2

a

a
k   ядяди d дцз 

хяттинин буъаг ямсалы адланыр. Эюстяряк ки, буъаг ямсалы дцз хяттин йюнялдиъи векторунун 
сечиминдян асылы дейил. Дюьрудан да, яэяр  21,bbb


 d дцз хяттинин диэяр йюнялдиъи 

векторудурса, онда ba


 вя она эюря дя a


вя b


 векторларынын координатлары 

мцтянасибдирляр: ,11 ba   .22 ba  Бурадан 0,0 11  ba  шяртляриня яса-сян  аларыг: 

.
1

2

1

2

1

2

b

b

b

b

a

a





 

 d  дцз хятти jiO


 дцзбуъаглы координат системиндя верил-дикдя k  буъаг ямсалы 
даща садя щяндяси мянайа малик олур. Доьрудан да,  тутаг  ки,  21,aaa


 

бу дцз хяттин йюнялдиъи векторудур. 
Онда  § 6-дакы  теорем  1-я  ясасян                                           
         ,sin,cos 21  aaaa


                                        a


                            

бурада  ai
  (шяк. 21). Она эю- 

ря дя                                                            j


                           

.
cos

sin





tg
a

a
k  



 Беляликля,  k ядя-    O       i


                  

ди   ai
  истигамятлянмиш буъа-                      Шякил 21       

ьыны тяйин етмяйя имкан верир.  
 Тутаг ки,  k - 21eeO


 афин координат системиндя верилмиш d дцз хяттинин буъаг 

ямсалыдыр. Ашкардыр ки, координатлары 
1

2

p

p
k   бярабярлийини юдяйян истянилян сыфырдан фяргли 

 21, ppp


 вектору d дцз хяттинин йюнялдиъи векторудур. Она эюря дя k  ядяди мялум 



олдугда d дцз хяттинин истигамятини вя бу дцз хяттин щяр щансы 0M  нюгтяси верилдикдя ися 
онун вязиййятини тяйин етмяк мцмкцндцр.  
 21eeO


 афин координат системиндя  000 , yxM  нюгтяси вя k буъаг ямсалы иля верилян 

дцз хяттин тянлийини йазаг. Тутаг ки,  21,aaa


дцз хяттин йюнялдиъи векторудур. (2) 
дцстуруна ясасян дцз хяттин тянлийи      00102  yyaxxa  шяклиндядир. Бурадан 1a  
ядядиня бюлмякля аларыг: 

 .00 xxkyy                                                                     (5) 
Яэяр  000 , yxM  нюгтяси олараг d дцз хяттинин ординат оху иля  bB ,0  кясишмя нюгтясини 
эютцрсяк, онда (5) тянлийи беля йазылыр: 

.bkxy                                                                            (6) 
(6) тянлийи дцз хяттин буъаг ямсаллы тянлийи  адланыр. Гейд едяк ки, ординат охуну кясян 
истянилян дцз хяттин тянлийини (6) шяклиндя йазмаг олар.  
 4.  Мцстяви цзяриндя щяр щансы 21eeO


 афин координат системини сечяк .  Тутаг ки, d -  

йюнялдиъи вектору  21,aaa


 век-тору олан вя  000 , yxM  нюгтясиндян  кечян дцз хяттдир. 

 yxM ,  нюгтяси йалныз вя йалныз aMM


0   олдугда, йяни  мцяййян t  ядяди цчцн atMM


0  

бярабярлийи юдянилдикдя d  дцз хяттиня аид олур. Бу мцнасибяти координатларла 

2010 , tayytaxx   вя йа 

.

,

20

10

tayy

taxx




                                                                      (7) 

шяклиндя йаза билярик. Бу бярабярликляр дцз хяттин параметрик тянликляри, t  ися онун 
параметри адланыр. (7)  параметрик тянликля-ринин  мащиййяти ашаьыдакылардан ибарятдир: 
истянилян t  ядяди цчцн yx,  координатлары (7) шяртлярини юдяйян  нюгтя d  дцз хяттинин 
цзяриндя йерляшир. Тярсиня, яэяр  yx, d  дцз хяттинин нюгтясидир-ся, онда  (7) 
бярабярликлярини юдяйян t  ядяди вардыр.  
 5. Йухарыдакы мцщакимяляр эюстярир ки (бах (2) тянлийи), истянилян дцз хяттин афин 
координат системиндя тянлийи бир дяряъяли тянликдир, йяни  

0 CByAx                                                                  (9) 
шяклиндя йазыла биляр, бурада A  вя B  ейни вахтда сыфра бярабяр олмайан ядядлярдир.  

Тярс щюкмцн доьрулуьуну исбат едяк.  
 Теорем 1. Афин координат системиндя  (9)  бир дяряъяли тянлийи иля верилян хятт дцз 
хяттдир.  AB,  вектору бу дцз хяттин йюнялдиъи векторудур.  
 Исбаты. Тутаг ки,  (9) тянлийи иля верилян дцз хяттдир,  000 , yxM  ися онун мцяййян 
нюгтясидир. Бу о демякдир ки,  000 , yxM  нюгтясинин координатлары (9) тянлийини юдяйирляр: 

.000  CByAx                                                           (10) 
C  ямсалыны (10) бярабярлийиндян тяйин едиб, (9) тянлийиндя йериня йазмагла,   хяттинин 

000  ByAxByAx  вя йа   0xxA     00  yyB  шяклиндя тянлийини алырыг. Бу тянлик  
(2) шяклиндя олан тянликдяр, она эюря дя  000 , yxM  кечян вя йюнялдиъи вектору  ABa ,


 

олан дцз хятти тяйин едир.  
 Беляликля афин координат системиндя истянилян бир дяряъяли (9)  тянлийи дцз хятт тяйин 
едир. (9) тянлийиня дцз хяттин цмуми тянлийи  дейилир. Дцз хяттин цмуми тянлийинин хцсуси 
щалларыны гейд едяк. 
 1) 0C олдугда  0,0O  нюгтясинин координатлары (9) тянлийини юдяйирляр, она эюря дя 
дцз хятт координат башланьыъындан кечир. Тярсиня, дцз хятт координат башланьыъындан 
кечдийи щалда 0C олур. Беляликля, (9) дцз хятти йалныз вя йалныз 0C  олдугда координат 
башланьыъындан кечир. Бу щалда дцз хяттин тянлийи 0 ByAx  шяклиндя олур.  
 2) 0A  олдугда дцз хяттин йюнялдиъи  0,Ba 


 вектору 1e


 координат векторуна 

коллинеар олур, бу ися 1e


 векторунун дцз хяття паралел олмасы демякдир. Тярсиня, яэяр 



1ea


 оларса, онда .00
01




A
AB

Беляликля, 1e


 вектору йалныз вя йалныз 0A  олдугда 

(9) дцз хяттиня паралел олур. Бу щалда дцз хяттин тянлийи 0 CBy  вя йа by   шяклиндя 

олур, бурада .
B

C
b   

 0,0  BA  олдугда, (9) дцз хятти координат башланьыъын-дан кечмир вя она эюря 
дя Ox  охуна паралел олур; 0CA  олдугда ися дцз хятт Ox  охуна паралел олур  вя 
тянлийи 0y  шяклиндя йазылыр. 
 3) Аналожи олараг 2e


 вектору йалныз вя йалныз 0B  олдугда (9) тянлийиня паралел 

олур. 0,0  CB  олдугда дцз хятт Oy охуна паралелдир вя 0 CB  олдугда ися Oy  оху иля 
цст-цстя дцшцр вя тянлийи 0x  шяклиндя йазылыр. 
 6. Мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системини дахил едяк вя бу системдя (9) 

тянлийи иля верилян d  дцз хяттиня бахаг. d  дцз хятти мцстявинин  щяин дцз хяття аид 
олмайан нюгтяляр чохлуьуну ики йарыммцстявийя айырыр. Бу йарыммцстявиляри тяйин едян 
шяртляри мцяййянляшдиряк. d  дцз хятти цзяриндя мцяййян   000 , yxM  нюгтясини гейд 

едяряк   BAa ,


 вя  ABb ,


 векторларына   бахаг   (шяк. 22).    d  

022 


BA
AB

BA
   олдуьун-            M                0M  

дан,  бу векторлар саь базис  тя-          BAa ,


                ABb ,


 

йин  едирляр. b


 вектору  d   дцз                      1M                2M  
хяттиня  паралел  олдуьундан  a


                                           

вектору бу дцз хяття паралел де- 
йил.  a


  вя  b


  векторларыны  0M       2e


 

нюгтясиндян айыраг: aMM


10     O     1e


                       

вя  bMM


20 . Сярщядди d дцз 
хятти   олан   вя   1M   нюгтясини                            Шякил 22 
юзцндя сахлайан  йарыммцстявини    иля ишаря едяк (шяк. 22). Ашкардыр ки,  yxM ,  нюгтяси 

йалныз вя йалныз ba


,  вя bMM


,0  базисляринин орийентасийалары ейни олдугда, йяни  bMM


,0  
базиси саь орийентасийайа малик олдугда   йарыммцстявиси цзяриндя йерляшир.  Диэяр 

тяряфдян,  000 , yyxxMM   вя  ABb ,


  олду-ьундан   bMM


,0  базиси йалныз вя йалныз 

0
0

0 




Ayy

Bxx
  вя йа   000  ByAxByAx   бярабярсизлийи юдянилдикдя саь 

орийентасийайа   малик олур. dM 0  олдуьундан, 000  CByAx   вя йа  .00 ByAxC   
Она эюря дя йухарыдакы бярабярсизлик бу шякилдя йазылыр: 

.0 CByAx                                                                 (11) 
 (11) -   йарыммцстявисини тяйин едян бярабярсизликдир. Сяр-щядди d  дцз хятти олан 
диэяр   йарыммцстявиси  ися  

0 CByAx                                                                  (12) 
бярабярсизлийи иля тяйин олунур. 
 Белякля, ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 2. Яэяр афин координат системиндя d дцз хятти  (9) тянлийи иля верилмишдирся, 
онда сярщядди d дцз хятти олан йарыммцстявиляр  (11) вя (12)  бярабярсизликляри иля тяйин 
олунурлар. 
 
 
 



ВЫЫЫ  Мцщазиря 
 

Ики дцз хяттин гаршылыглы вязиййяти. Нюгтядян дцз хяття гядяр олан мясафя.  
Ики дцз хятт арасында  галан буъаг 

 
 1. Щансы шяртляр дахилиндя  

,0111  CyBxA                                                              (1) 
        0222  CyBxA                                                                (2) 

тянликляринин ейни бир дцз хятти тяйин етдийини айдынлашдыраг. Ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 1. (1) вя (2) тянликляринин афин координат системиндя ейни бир дцз хятти тяйин 
етмяси цчцн зярури вя кафи шярт бу тянликлярдяки ямсалларын мцтянасиб олмасыдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки, (1) вя  (2) тянликляри 21eeO


афин координат системиндя  ейни бир d дцз 

хяттини тяйин едирляр. § 7-дяки теорем 1-я ясасян   111 , ABa 


 вя  222 , ABa 


 векторлары  
d дцз хяттинин йюнялдиъи векторларыдыр, она эюря дя коллинеардырлар. Бу ися  о демякдир ки, 
 111 , ABa 


 вя  222 , ABa 


 векторларынын  координатлары мцтянасибдир:  

  ,, 1212 AABB    вя йа  ., 1212 BBAA    
 Тутаг ки,   dyxM 000 ,  дцз хяттинин нюгтясидир. Онда  

,010101  CyBxA  .020202  CyBxA  
Бурадан 1212 , BBAA    шяртляри дахилиндя алырыг: 

  .101012 CyBxAC    
Беляликля, 

.,, 121212 CCBBAA                                                              (3) 
 Тярсиня, тутаг ки, (1) вя (2) тянликляриндя ямсаллар (3) бяра-бярликлярини юдяйирляр. 
Ашкардыр ки, 2A  вя 2B  ямсаллары  ейни вахтда сыфра бярабяр олмадыьындан, бу щалда  .0  
Она эюря дя (2) тянлийини  

0111  CyBxA                                  (4) 
шяклиндя йазмаг олар. Яэяр нюгтянин  yx,  координатлары (1) тян-лийини юдяйирлярся, онда 
бу координатлар (4) тянлийини дя юдяйирляр. Бу ися о демякдир ки, (1) вя (4)  тянликляри  иля  
ейни  бир  дцз  хятт  тяйин олунур.  
 Мцяййян 21eeO


 афин координат системиндя (1) вя (2) тянликляри иля верилмиш 1d  вя 2d  

дцз хяттляринин гаршылыглы вязиййяти иля баьлы мясяляйя бахаг. Гейд етдийимиз кими, 
 111 , ABa 


 вектору  1d  дцз хяттиня,  222 , ABa 


 вектору ися 2d  дцз хяттиня паралелдир. Ики 

мцмкцндцр. 
 1) 1a


 вя 2a


 коллинеар олмайан векторлардыр. Бу щалда 1d  вя 2d  дцз хяттляри 

кясиширляр. Тярсиня, яэяр 1d  вя 2d  дцз хяттляри кясиширлярся, онда 1a


 вя 2a


  коллинеар 

олмайан векторлардыр. 1a


 вя 2a


 векторларынын коллинеар олмамасы шярти 0
21

21 


AA

BB
, вя йа 

0
22

11 
BA

BA
 шяклиндя йазмаг олар. Бу дцз хяттлярин кясишмя нюгтясинин координатларыны 

тяйин етмяк цчцн (1) , (2) тянликляр системини щялл етмяк лазымдыр.  
 2) 1a


 вя 2a


 векторлары коллинеардырлар. Бу щалда  верилмиш дцз хяттляр  паралел олур (бу 

дцз хяттлярин цст-цстя дцшмямяси фярз едилир). Тярсиня, яэяр 1d  вя 2d  дцз хяттляри 
паралелдирлярся, онда 1a


 вя 2a


 коллинеар векторлардыр. 1a


 вя 2a


 векторларынын коллинеарлыг 

шярти  беля йазылыр: 

0
21

21 


AA

BB
, вя йа .0

22

11 
BA

BA
 



 Беляликля, (1) вя (2) тянликляри иля верилмиш 1d  вя 2d  дцз хяттляринин гаршылыглы вязиййяти 
иля баьлы ашаьыдакы нятиъяни гейд едя билярик: 
 а)  1d  вя 2d  дцз хяттляри йалныз вя йалныз (1) вя (2) тянликля-риндя x  вя y  
дяйишянляринин ямсаллары мцтянасиб олдугда  кясиширляр (шяк. 24, а). 
 б) 1d  вя 2d  дцз хяттляри йалныз вя йалныз (1) вя (2) тянликля-ринин бцтцн ямсаллары 
мцтянасиб олдугда, йяни мцяййян   ядяди цчцн  121212 ,, CCBBAA    шяртляри 
юдянилдикдя цст-цстя дцшцрляр (шяк. 24, б). 
 ъ) 1d  вя 2d  дцз хяттляри йалныз вя йалныз (1) вя (2) тянликля-риндя x  вя y  
дяйишянляринин ямсаллары мцтянасиб олдугда, лакин сярбяст ямсаллар онлара мцтянасиб 
олмадыгда, йяни мцяййян    ядяди цчцн  121212 ,, CCBBAA    шяртляри юдянилдикдя  
паралел олурлар  (шяк. 24, ъ). 
                                                                                         2d  
                         1d                          1d                                               2d                    
                                2d  
 
                           2d   
               
               а)                                          б)                                      ъ) 

Шякил 24 
 2.  Дцз хяттин истянилян йюнялдиъи векторуна перпендикул-йар олан  сыфырдан фяргли n


 

вектору  бу дцз хяття перпендикулйар олан вектор адланыр (шяк. 25). Верилмиш дцз хяття 
перпендикулйар олан сонсуз сайда векторлар вардыр. Ашаьыдакы лемма доьрудур. 
  
                                                                                                0M  
                                                             d  
d                       n


                                                      

 
                                                                         1M  
                a


 

                                                                                    M  
           
              Шякил 25                                                     Шякил 26 
 
 Лемма. Яэяр d дцз хятти дцзбуъаглы  координат систе-миндя  

0 CByAx                                    (5) 
тянлийи иля верилмишдирся, онда  BAn ,


 вектору d дцз хяттиня перпендикулйардыр.  

 Исбаты.  ABa ,


 вектору d дцз хяттинин йюнялдиъи век тору-дур. Лакин 
  0 BAABna


 олдуьуна эюря n


 вя a


 векторлары гаршылыглы перпендикулйардырлар. 

Бурадан n


 векторунун d  дцз хяттиня перпендикулйар олмасы алыныр.   
 Тутаг ки, dM 0  дцз хяттиня аид олмайан нюгтядир. 0M  нюгтясиндян d дцз хяттиня 
чякилян 10MM  перпендикулйарынын узунлуьу 0M  нюгтясиндян d дцз хяттиня гядяр олан 
мясафя адланыр (шяк. 26). dM 0 олдугда 0M  нюгтясиндян d  дцз хяттиня гядяр олан 
мясафя сыфыр гябул едилир. Мцстявинин ихтийари 0M  нюгтясиндян d  дцз хяттиня гядяр олан 
мясафя  dM ,0  кими ишаря олунур. Ашкардыр ки, d дцз хяттинин истянилян M нюгтяси цчцн 
  MMdM 00 ,   мцнасибяти доьрудур (шяк. 26). 

 Тутаг ки, дцзбуъаглы jiO


 координат системиндя  000 , yxM   нюгтяси вя (5) тянлийи иля  
d  дцз хятти верилмишдир.  dM ,0  мясафясини щесаблайаг.  
  



                                              
 
 
 
 

IX Mühazirə  
Müstəvi üzərində düz xətlər dəstəsi, onun tənliyi  

  
  

 Tutaq ki, müstəvi üzərində 0111  CyBxA  və 0222  CyBxA  ümumi 
tənlikləri ilə 1d  və 2d  düz xətləri verilmişdir. 1d  və 2d  düz xətlərinin 
tənliklərinin sol tərəflərindən istifadə etməklə aşağıdakı tənliyi tərtib edək: 

 
  111 CyBxA   0222  CyBxA  ,                              (1) 

burada ,  eyni vaxtda sıfra bərabər olmayan ixtiyari həqiqi ədədlərdir. (1) 
tənliyi ilə müəyyən d  düz xətti təyin olunur. 1d  və 2d  düz xətlərinin qarşılıqlı 
vəziyyəti ilə bağlı aşağıdakı mümkün hallara baxaq. 
 1) Tutaq ki, 1d  və 2d  düz xətləri müəyyən ),( 000 yxM  nüqtəsində 
kəsişirlər. Aşkardır ki, d  düz xətti də  ),( 000 yxM  nüqtəsindən keçər. ,  
dəyişənlərinə ixtiyari qiymətlər verməklə ),( 000 yxM  nüqtəsindən keçən 
sonsuz sayda düz xətlər çoxluğunu alarıq. Bu çoxluğa müstəvi üzərində düz 
xətlərin məxsusi dəstəsi deyilir. ),( 000 yxM  nüqtəsi isə bu düz xətlər 
dəstəsinin mərkəzi adlanır. 
 2) Tutaq ki, ,// 21 dd  yəni 1d  və 2d  düz xətləri paraleldirlər. Asanlıqla 
yoxlanılır ki, bu halda (1) tənliyi ilə təyin olunan  d  düz xətti  1d  və 2d  düz 
xətlərinin hər birinə parallel olur. Ona görə də ,  dəyişənlərinə ixtiyari 
qiymətlər verməklə 1d  və 2d  düz xətlərinin hər birinə parallel olan sonsuz 
sayda düz xətlər çoxluğunu alarıq. Bu çoxluğa müstəvi üzərində düz xətlərin 
qeyri-məxsusi dəstəsi deyilir. 
 (1) tənliyi düz xətlər dəstəsinin tənliyi adlanır. Müəyyənlik üçün, 0  
olduğunu qəbul edək. Onda (1) tənliyi  

111 CyBxA      02221  CyBxA                  (2) 

şəklində yazılar, burada 

 1  işarə olunmuşdur.  

 (2) tənliyindən müəyyən edirik ki, düz xətlər dəstəsi birparametrli 
çoxluqdur. 
 
 

Х  Mühazirə  
Ellips və hiperbola 

 
Müstəvi üzərində verilmiş F1 və F2 nöqtələrindən məsafələri cəmi verilmiş PQ 

parçasının uzunluğuna bərabər olan bütün nöqtələr çoxluğuna PQ>F1F2 şərti daxilində ellips 
deyilir. 



F1 və F2 nöqtələri ellipsin fokusları, onlar arasındakı məsafə isə fokal məsafə adlanır. 
Μ verilmiş ellipsin nöqtəsi olduqda F1M və F2M parçalarına Μ nöqtəsinin fokal radiusları 
deyilir. Onların uzunluqları da                  Μ nöqtəsinin fokal radiusları adlanır. Tutaqki, 
F1F2=2c, PQ=2a. PQ> F1F2 olduğundan, a>c. 

Tərifdən alınır ki, F1vəF2 nöqtələri üst-üstə düşdükləri halda ellips a radiuslu çevrə 
olur. Beləliklə, çevrə ellipsin xüsusi halıdır. 

Müstəvi üzərində elə Oij düzbucaqlı koordinat sisteminə baxaq ki,     

burada O- F1F2 parçasının orta nöqtəsidir və i OF1 (şək. 1). γ ellipsinin 
Oij koordinat sistemində tənliyini çıxaraq. Seçilmiş koordinat sistemində 
ellipsin F1 və F2 fokuslarının F1(c, o), F2(-c, o) koordinatları vardır.Ona görə 
də ellipsin ixtiyari M(x,y) nöqtəsinin fokal radiusları aşağıdakı kimi yazılır:                                    
şək. 1. 

                 F1M=√ (x - c)2 + y2              F2M=√ (x+c)2 + y2       ( 1 )  
 

Ellipsin tərifınə görə , F1M+ F2M=2a, ona görə də 

                                √ (x - c)2 + y2  +  √ (x+c)2 + y2 = 2a                                                    

Bu tənliyi  

                                  √ (x + c)2 + y2 = 2a- √ (x - c)2 + y2     şəklində yazaq və kvadrata 
yüksəltməklə oxşar hədləri islah edək.                                
Nəticədə alarıq: 

 a√ (x - c)2 + y2 =a2 - xc  

Bir daha kvadrata yüksəltsək və zəruri çevirmələri aparsaq, yaza bilərik: 

                  
                                        +        =1,                (2)                 burada   b2 = a2 - c2 .                                               
(3) 

Beləliklə, göstərdik ki, γ  ellipsinin ixtiyari nöqtəsinin koordinatları (2) tənliyini ödəyirlər. 

İsbat edək ki, koordinatları (2) tənliyini ödəyən hər bir Μ nöqtəsi γ ellipsinə aiddir, yəni 
F1M+F2M=2a. (1) düsturlarında y2 kəmiyyətinin (2) tənliyindən olan ifadəsini yerinə yazıb 
(3) bərabərliyini nəzərə alsaq, aşağıdakı nəticəyə gəlmiş olarıq. 
 
F1M=    (a -       x)2 =  a -      x  ,                   F2M=    (a +      x)2 =  a +      x .   
 
 
( 2 ) tənliyindən alınır ki, │x│ ≤ a.  Digər tərəfdən, 0             1 olduğundan a -        x    0,       a +        
x     0, ona görə də 
 
               F1M= a -       x ,                                 F2M= a +      x .                                                      
( 4 ) 
 
  
Beləliklə, F1M + F2M =2a, yəni M    γ. Buradan aydın olur ki, ( 2 ) ellipsin tənliyidir. Bu 
tənlik ellipsin kanonik tənliyi adlanır. 
Qeyd. F1 və F2 fokusları üst-üstə düşdükdə c=0 olur və (3)-dən göründüyü kimi a=b. Bu 
halda (2) tənliyi  x2 + y2 = a2 
şəklində yazılır, yəni a radiuslu və mərkəzi koordinat başlanğıcında olan çevrəni təyin edir. 
γ ellipsinin həndəsi xassələrini öyrənmək üçün ( 2 ) kanonik tənliyindən istifadə  
edək.  
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M(x, y)   γ olduqda x, y koordinatları ( 2 ) tənliyini ödəyirlər,  
ona görə də  x2 ≤  a2, y2 ≤ b2. Buradan müəyyən edirik ki, -a≤ x≤ a ,   -b≤ y≤ b, yəni  
ellipsin bütün nöqtələri şəkil 2. göstərilən M1 M2 M3 M4  
düzbucaqlısına  daxil olar. Əgər M(x,y)    γ olarsa, onda  
M' (-x,-y)    γ, yəni Ο nöqtəsi  ellipsin simmetriya mərkəzidir.                                                                                                                     
 
                                                                                               şəkil 2. 
     
Digər tərəfdən, əgər M(x,y)   γ olarsa, onda  M'(-x, y)   γ  və M'(x, -y)    γ. 
Buradan alınır ki, Ox və Oy düz xəttləri ellipsin simmetriya oxlarıdır. Asanlıqla göstərilir ki, 
çevrədən fərqli olan ellipsin başqa simmetriya oxları yoxdur. Bu halda fokuslardan keçən 
düz xətt birinci və ya ikinci simmetriya oxu adlanır. Hər bir simmetriya oxu ellipsi iki 
nöqtədə kəsir: A1(a, 0), A2 (-a, 0), B1(0, b), B2 (0,-b). Bu nöqtələrə ellipsin təpələri deyilir 
(şəkil 2). A1A2 və B1B2 parçaları ellipsin uyğun olaraq böyük və kiçik oxları adlanır. Akardır 
ki, OA1=OA2=a, OB1=OB2=b. Bu ədədlərə uyğun olaraq ellipsin böyük və kiçik yarımoxları 
deyilir. 
 
Birinci rübdən (x ≥ 0, y ≥ 0) olan M(x, y) nöqtəsi üçün alarıq: y = b   1-       .  x  o-dan a-ya 
qədər artdıqda Μ nöqtəsini                          
 
y ordinatı b-dən o-ya qədər azalır. Buradan simmetriya oxlarını da nəzərə almaqla ellipsin 
qrafikini şəkil 2-dəki kimi 

qururuq. e=       ədədinə ellipsin eksentisiteti deyilir, burada c-fokal məsafə, a-isə 
yarımoxdur. Tərifdən alınır ki, 0≤ e   1. 

Eksentisitet yalnız və yalnız c=0 olduqda, yəni ellips çevrə olduqda 0-a bərabərdir. 
Müstəvi üzərində verilmiş F1 və F2 nöqtələrindən məsafələri fərqinin mütləq qiyməti 

verilmiş PQ parçasının uzunluğuna bərabər olan bütün nöqtələr çoxluğuna PQ   F1F2 şərti 
daxilində hiperbola deyilir.  
F1 və F2 nöqtələri hiperbolanın fokusları, onlar arasındakı məsafə isə fokal məsafə 
adlanır. F1F2   PQ   0 olduğundan, hiperbolanın fokusları müxtəlif nöqtələrdir. Əgər M-
verilmiş hiperbolanın nöqtəsidirsə, onda F1M və F2M parçalarına                         Μ 
nöqtəsini fokal radiusları deyilir. Bu parçaların uzunluqları da Μ nöqtəsinin fokal 
radiusları adlanır. 
Tutaq ki, F1F2=2c, PQ=2a. PQ   F1F2  olduğundan a   c. 
γ hiperbolasının Oij düzbucaqlı koordinat sistemində tənliyini çıxaraq. Bu koordinat 
sistemində F1 (c, 0), F2 (-c,0) olduğundan   F1M və F2M fokal radiusları üçün ( 1 ) 
düsturları doğrudur. 

Hiperbolanın tərifinə görə     │F1Μ - F2 Μ │= 2a, ona görə də  │√ (x - c)2 + y2 - √ (x + 
c)2 + y2 │  = 2a . 

Bu tənliyi   √ (x + c)2 + y2 =  √ (x - c)2 + y2  ± 2a      şəkildə yazaq                                                       
( 5 )  
(5) tənliyini kvadrata yüksəldib oxşar hədləri islah etsək, alarıq:        ± a √ (x - c)2 + y2 = a2 
- xc 
 Bir daha kvadrata yüksəltsək, zəruri çevirmələrdən sonra yaza bilərik: 
 
                 -         = 1          (6)                    burada     b2 = c2 - a2                                                   
(7) 
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Beləliklə, göstərdik ki, γ hiperbolasının ixtiyari noqtəsinin koordinatları (6) tənliyini 
ödəyirlər. İsbat edək ki, koordinatları (6) tənliyini ödəyən hər bir Μ nöqtəsi γ hiperbolası 
üzərində yerləşir, yəni │ F1Μ - F2 Μ │= 2a şərtini ödəyir.  

(6) tənliyindən y2 kəniyyətinin ifadəsini (1) düsturlarında əvəz edək və (7) bərabərliyini 

nəzərə alaq. 

 
Nəticədə yaza bilərik:                 F1Μ=      x – a ,           F2Μ =      x + a . 
 
 
 (6) tənliyindən alınır ki,  │x│ ≥  a ,  digər tərəfdən,          1 , ona görə də 

F1Μ=      x – a,  F2Μ =      x + a ,   x   0  olduqda və F1Μ= -      x + a,  F2Μ = -      
x - a ,    

 

x   0 olduqda    (8) 

Beləliklə,  │F1Μ - F2Μ │=2a , yəni M    γ . Bununla da müəyyən olundu ki, (6) γ 
hiperbolasının tənliyidir.                    Bu tənliyə hipperbolanın kanonik tənliyi deyilir. 

(6) kanonik tənliyindən hiperbolanın həndəsi xassələrini öyrənmək üçün istifadə 
edək.  

Əgər M(x, y)    γ olarsa, onda x2 ≥  a2. Deməli x ≥ α yaxud - x ≤ a . Bu isə göstərir ki, 
şəkil 3-də təsvir olunan A1M1 və A2M2 düz xəttlərinin əmələ gətirdiyi zolağın daxilində 
hiperbolanın nöqtələri yoxdur (OA1=OA2=a) 

Ellips halında olduğu kimi göstərilir ki, Ο nöqtəsi  
hiperbolanın simmetriya mərkəzidir, Ox və Oy düz xəttləri  
isə simmetriya oxlarıdır.  
Simmetriya mərkəzi hiperbolanın mərkəzi, fokuslardan keçən  
simmetriya oxu birinci və ya fokal simmetriya oxu, ona  
perpendikulyar olan oxu isə ikinci və ya xəyali simmetriya  
oxu adlanır. Fokal simmetriya oxu hiperbolanı A1(a, 0), 
A2(-a, 0) nöqtələrində kəsir. Xəyali simmetriya oxu hiperbolanı                               şəkil 3. 
kəsmir. A1 və A2 nöqtələri hiperbolanın təpələri, A1A2  parçası isə  
həqiqi oxu adlanır. a və b ədələrinə hiperbolanın uyğun olaraq böyük və kiçik yarım oxları 
deyilir.                                     

γ hiperbolasının Ο mərkəzindən keçən 1 düzxəttinin bu hiperbola ilə qarşılıqlı 
vəziyyətini nəzərdən keçirək. Oij koordinat sistemində 1 düz xəttinin bucaq əmsallı 
tənliyini yazaq; y=kx. Y-in qiymətini (6) tənliyində yerinə yazıb müvafiq elementar 
çevirmələr aparsaq, alanq:    

x2 (b2 - k2a2 ) = a2b2 .                  
(9) 
Bu tənliyin kökləri 1 düz xəttinin γ hiperbolası ilə kəsişmə nöqtələrinin absisidir. 
1)   b2 - k2a2    0 , bu halda 1 düz xəttinin γ hiperbolası ilə iki kəsişmə nöqtəsi vardır: 
 
          Μ1=                   ,                       ,         Μ2                                           ,                        . 
 
 
2) əgər b2 - k2a2    0 olarsa, onda (9) tənliyinin xəyali kökləri vardır, ona görə də 1 düz 
xətti hiperbolanı kəsmir. 
3) b2 - k2a2 = 0 olduqda da (9) tənliyini həlləri yoxdur, yəni 1 düz xəttinin hiperbola ilə 
ortaq nöqtələri yoxdur. 
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Beləliklə, y=kx düz xətti (6) hiperbolasını yalnız və yalnız b2 - k2a2   0 , yəni             

k             olduqda kəsir. 
 
k=tgα olduğundan,            tgα          ,  buradan α - 1 düz xəttinin Ox oxu ilə əmələ 
gətirdiyi bucaqdır. Deməli, 
 
hiperbolanın bütün nöqtələri şəkil 3-də təsvir olanan qarşılıqlı bucaqların daxili 
oblastlarında yerləşirlər. Ona görə də, hiperbolanın iki qanadı vardır, onlardan biri Ω1 

oblastında (sağ qanad), digəri isə Ω2 oblastında yerləşir. 
 
b2 - k2a2 =0 halına bir daha nəzər yetirək. Bu hala bucaq əmsalları k1 =       ,  k2 = -        
olan l1 və l2  düz  
 
xəttləri uyğundurlar. Hiperbolanı kəsməyən l1 və l2  düz xəttləri onun asimtotları adlanır 
(şəkil 3). Tutaq ki, M(x1,y1) - hiperbolanın I rübdə yerləşən(x   0, y ≥ 0) ixtiyari nöqtəsidir, 
N(x1, y2)- y =        x tənliyi ilə verilən l1 asimtotunun 
nöqtəsidir. MN parçasının uzunluğunu hesablayaq: 
 
      MN = │y2 – y1│=        x  -        √ x2 - a2     =          (x - √ x2 - a2 )  =  
 
Μ nöqtəsinin x absisinin qeyri-məhdud artması zamanı MN parçasının uzunluğu monoton 
azalaraq, sıfıra yaxınlaşır.  
Bu xassə hiperbolanın asimtotlar nəzərən vəziyyətini müəyyən etməyə imkan verir (şəkil 
4). 

e =       ədədi hiperbolanın eksentrisiteti adlanır.    ac   olduğundan hiperbolanın 
eksentrisiteti 1-dən böyükdür.  
 
a=b  olduqda hiperbolaya bərabərtərəfli hiperbola deyilir.Bərabərtərəfli hiperbolanın 
tənliyi x2 -y2 =a2  şəklindədir. 
 
(7) düsturundan alırıq ki,       = √c2 - l                                                                                
(10) 
 
(10) bərabərliyində a = b olduğunu nəzərə alsaq, c2= 2, və ya e = √ 2 nəticəsinə gəlmiş 
olarıq. Beləliklə, bərabərtərəfli hiperbolanın eksentrisiteti √2 ədədinə bərabərdir və 
asimtotlarının y = x, y = -x tənlikləri vardır. 
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ХI  Мцщазиря 
 

Parabola. Ellips, hiperbola və parabolanın 
polyar koordinatlarla tənliyi 

 
1. Müstəvi üzərində hər birinin verilmiş F  nöqtəsindən məsafəsi F   nöqtəsindən 

keçməyəm verilmiş d düz xəttinə qədər məsafəsinə bərabər olan bütün nöqtələr 
çoxluğuna parabola deyilir.  
F  parabolanın fokusu,  d  isə direktrisi adlanır. Fokusdan direktrisə qədər olan 
məsafəyə parabolanın fokal parametri deyilir və p  ilə işarə olunur. Aydındır ki, FDp  , 

burada FD   nöqtəsinin d  düz xətti üzərində proyeksiyasıdır (şəkil 1).                                                                   

 
                  Şəkil 1. 

 Düzbucaqlı jiO  koordinat sistemində   parabolasının tənliyini çıxaraq, burada 

DFO  parçasının orta nöqtəsidir və .OFi   Бu koordinat sistemində F  fokusunun 

)0,
2

(
p

 koordinatları, d  direktrisinin isə 0
2


p
x  tənliyi vardır. Tutaq ki, 

),( yxM müstəvinin ixtiyari nöqtəsidir. MF  və ),( dM  məsafələrini hesablayaq: 
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xdMy

p
xMF                                                                     

(1) 

Əgər M  olarsa, onda ).,( dMMF  Ona görə də  .
2

)
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( 22 p
xy

p
x   

Hər iki tərəfi kvadrata yüksəltsək , alarıq  



   )2(22 pxy   
Beləliklə, isbat olundu ki,   parabolasının ixtiyari nöqtəsinin koordinatları (2) tənliyini 

ödəyirlər. Tərs hökmün doğruluğunu isbat edək: Koordinatları (2) tənliyini юдяйян hər bir 
M  nöqtəsi    parabolasına aiddir, yəni ),( dMFM  . 2y  kəmiyyətinin (2)-dən olan 
qiymətini (1) düsturlarından birincisində yerinə qoysaq, alarıq: 
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  Beləliklə, ),( dMFM  , yəni M   . 
 (2) tənliyinə parabolanın kanonik tənliyi deyilir.    parabolasının həndəsi xassələrini 
öyrənmək üçün (2) kanonik tənliyindən istifadə edək. (2) tənliyindən görünür ki,   

parabolasının bütün nöqtələri 0x  yarımmüstəvisində yerləşirляр. Əgər  ),( yxM  
olarsa, onda  ),( yxM , yəni OF düz xətti parabolanın simmetriya oxudur. Bu oxun 

parabola ilə O  kəsişmə nöqtəsinə onun təpəsi deyilir. 
  Seçilmiş koordinat sistemin oxları parabola ilə bu nöqtədə-onun O  тяпя 
nöqtəsində kəsişirlər. Göstərək ki,  O  nöqtəsindən keçən istənilən digər l  düz xətti 
parabolanı iki nöqtədə kəsir. Bundan ötrü l  düz xəttinin kxy   bucaq əmsallı tənliyini 

yazaq. y  dəyişəninin  qiymətini (2) tənliyində yerinə yazsaq, alarıq: pxxk 222  , və ya 

0.0)2( 2  kxpxk  olduqda l  düz xəttinin parabola ilə ики  kəsişmə nöqtəsi vardır: 

)0,0(O və .
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Əgər ),( yxM   nöqtəsi parabola üzərində x  absisinin qeyri-məhdud artması şərti 

ilə yerinə dəyişərsə, onda y  qeyri-məhdud artar. Bu mülahizələrə əsasən , parabolanı 

şəkil 1-dəki kimi təsvir edə bilərik.  

2.Ellipsin (hiperbolanın) direktisləri dedikdə ikinci oxa paralel olan və ondan 
e

a
 

məsafəsində olan iki düz xətt başa düşülür, burada a -böyük (həqiqi) yarımoxdur, e  isə 
eksentristetdir. Çevrə halında 0e  olduğundan çevrənin директрисляри yoxdur. 

Ellipsin (hiperbolanın) direktislərini 1d və 2d ilə işarə edirik və indeksləri elə seçirik 

ki, )0,(1 cF fokusu və ona uyğun olan 1d direktrisi ikinci koordinat oxundan bir tərəfdə, 

)0,(2 cF   fokusu və uyğun 2d direktrisi isə digər tərəfdə yerləşmiş olsunlar. 

Göstərək ki, ellipsin direktrislərinin 21 AA  oxu ilə ortaq nöqtələri yoxdur və ona 

görə də ellipsi kəsmirlər (şək. 2,a). Doğrudan da tutaq ki, 1D  və 2D - 1d və 2d  

direktrislərinin ellipsin fokal oxu ilə kəsişmə nöqtələridir. Onda aOAOA  21 , 

0,
2

21  c
c

a

e

a
ODOD  olduğundan, 11 ODOA   və 22 ODOA  . Buradan alınır ki, 

21 , AA  nöqtələri 21DD  parçasına daxildir, ona görə də 1d və 2d  direktrislərinin 21 AA  
parçası ilə ortaq nöqtələri yoxdur. 



 
                                a) 

 
 
                                    b) 

Шякил 2 
Teorem. Ellips (hiperbola) müstəvinin elə    nöqtələri çoxluğudur ki, bu 

nöqtələrdən щяр биринин фокуса гядяр олан мясафясинин  həmin nöqtənin uyğun direktrisə 
qədər  olan məsafəyə nisbəti eksentrisitetə bərabərdir.  

İsbatı. Teoremin isbatını ellips halı üçün aparaq. Tutaq ki,   verilmiş ellipsdir, 

1F birinci fokusdur, 1d - birinci direktrisdir. Kanonik koordinat  sistemində 1F  nöqtəsinin 

)0,(c  koordinatları, 1d düz xəttinin 0
e

a
x  tənliyi vardır, ona görə də əgər         

),( yxM müstəvinin nöqtəsidirsə, o halda   

            .)(,),( 22
11 ycxMF

e

a
xdM   

 Əgər M  olarsa, onda .)( 22

e

a
xeycx   

 Bu tənliyi kvadrata yüksəltməklə alarıq: 
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 Buradan aydın olur ki, M . 

 Tərsinə, tutaq ki, ),( yxM . Onda exaMF 1 . Digər tərəfdən , 
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xdM


  

Ona görə də  
                            ),,( 11 dMeMF   
yəni, . M  Beləliklə,  çoxluğu   ellipsi ilə üst-üstə düşür. Hiperbola halı üçün 

teoremin isbatı  analoji qaydada aparılır.  
Bu teorem ellipsin və ya hiperbolanın eksentrisitetinin həndəsi mahiyyətini 

aydınlaşdırır: ellips və ya hiperbolanın eksentrisiteti  elə bir sabit ədəddir ki, hər bir 
nöqtədən fokusa qədər olan məsafənin həmin nöqtədən uyğun direktrisə qədər olan 
məsafəyə nisbəti bu ədədə bərabərdir. Parabolanın tərifindən çıxır ki, onun nöqtələri 
oxşar xassəyə malikdirlər, yəni parabolanın hər bir nöqtəsindən fokusa qədər olan 
məsafənin direktrisə qədər olan məsafəyə nisbəti sabit olub vahidə bərabərdir. Ona 
görə də “vahid” ədədi istənilən parabolanın eksentrisiteti qəbul olunur.  

Tutaq ki,    xətti ya çevrədən fərqli ellipsдир, ya hiperbolanın bir qanadıdır, ya da 
paraboladır. Fərz edək ki, F  və  d bu xəttin fokusu və direktrisidir, həmçinin əgər   



ellipsdirsə, F - onun fokuslarından biridir, d  uyğun direktrisdir, əgər   hiperbolanın 

qanadlarından biridirsə, onda F  və d  hiperbolanın baxılan qanadının ikinci simmetriya 
oxuna nəzərən yerləşdiyi tərəfdə yerləşən fokus və direktrisdir. İsbat etdiyimiz teoremi 
və parabolanın tərifinи nəzərə alsaq, aşağıdaki nəticəyə gəlmiş olarıq:    xətti sərhəddi 
d  düz xətti olan   yarımmüstəvisinin elə M  nöqtələri çoxluğudur ki, ),( dMeFM  , 
burada e  xəttinin eksentrisitetidir.  

                                            
                                                              
                                                                 Şəkil 3. 
  xəttinin iF


 polyar koordinat sistemində tənliyini yazaq, burada polyus F  

fokusudur, 
DF

DF
i   və FD   nöqtəsinin d  düz xətti üzərində proyeksiyasıdır (şəkil 3). 

Əvvəlcə ),( dM  məsafəsini hesablayaq, burada ),( rM - müstəvinin ixtiyari nöqtəsidir. 

Əgər MM 1  nöqtəsinin FD  düz xətti üzərində proyeksiyasıdır, onda  шякил 3-дян 
эюрцндцйц кими, 

),( dM = FMDDMDM ˆcos1  = iDM   

Lakin ,FMDFDM   ona görə də  

.cos)(),(  rDFiFMDFdM   
),( rM  nöqtəsi yalnız və yalnız  ),( dMeFM   və ya )cos( rDFer   olduqda   

xəttinə aid olur. Яgər  eDFp   qəbul etsək, yaza bilərik: 
                         )3(.)cos1( per    

(3) tənliyi   xəttinin (yəni ellipsin, hiperbolanın bir qanadının və ya parabolanın ) 
tənliyidir. p ədədi fokal parametr adlanır. 
  bucağının hansı qiymətlərində (30 tənliyinin   xəttinin bütün nöqtələrini təyin etdiyini 
araşdıraq: 1e olduqda   xətti ellips olur. Bu halda  -nin istənilən qiymətində 

0cos1  e  olur. Ona görə də (3) tənliyi 

                      )4(
cos1 e

p
r


  

 
şəklinə gətirilir. 
    bucağı  2,0  parçasında dəyişdikdə, yəni  20   olduqda, (4) tənliyi 
ellipsin bütün nöqtələrini təyin edir. 1e olduqda    hiperbolanın bir qanadı оlur. (3) 

tənliyi yalnız polyar bucaqları 0cos1  e  və ya 
e

1
cos   bərabərsizliyini ödəyən 

nöqtələr üçün məna kəsb edir. 



       Tutaq ki, 0  elə bucaqdır ki, 
e

1
cos 0  . Onda yuxarıdakı bərabərsizlik  coscos 0   

şəklində yazırlar.   bucağı 00 2    qiymətlərini aldıqda (4) tənliyi   xəttinin, 

yəni hiperbolanın bir qanadının bütün nöqtələrini təyin edir. 
e

1
cos 0    bərabərliyindən 

alınır ki, .12
0 a

b
etg   Ona görə də  x

a

b
y 0  asimptotunun hiperbolanın 

həqiqi oxu ilə əmələ gətirdiyi bucaqdır.  
1e  olduqda   xətti paraboladır və əgər 0  olarsa, onda 0cos1  e . Lakin 

parabola üzərində polyar bucağı sıfıra bərabər olan  ( 0 ) nöqtələr yoxdur. Beləliklə, 
əgər    qiymətlərini  alыrsa, onda (3) tənliyiни  

cos1

1


r  

şəklində yazmaq olar. Bu tənlik parabolanın bütün nöqtələrini təyin edir. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 

ХЫI Мцщазиря 
 

Ikitərtibli xəttin ümumi tənliyi. Ikitərtibli xəttin düz xətlə 
kəsişməsi. Asimptotik istiqamətlər 

 
1. Əvvəlcə müstəvi üzərində nöqtə anlayışını genişləndirək, yəni müstəviни xəyali 

nöqtələr adlandırılan nöqtələrlə tamamlayaq. Belə bir razılaşma daxil edək: seçilmiş 

21 ,eeO  koordinat sisteminə nəzərən müəyyən nizamla götürülmüş ixtiyari ),( yx  ədədlər 

cütünü nöqtə adlandıraq, burada ),( yx CC ,2 - bütün kompleks ədədlər çoxluğudur. x  
və y  həqiqi ədədlər olduqda nöqtə həqiqi, onlardan heç olmasa biri  həqiqi ədəd 

olmadıqda isə xəyali nöqtə adlanır. Məsələn,   )4,5(,)23.0(,),2(),5,2(  DiCiBA  
nöqtələrindən B  və C  xəyali nöqtələrdir. Bütün həqiqi və xəyali nöqtələr çoxluğuna 
kompleks müstəvi deyilir. 
 Uyğun koordinatları kompleks-qoşma ədədlər olan iki  ),( 111 yxM  və ),( 222 yxM  

nöqtələr адланыр. Мясялян, )23,2(1 iiA   вя )23,2(2 iiA  вя йа ),0(1 iB  вя 

 ),0(2 iB kompleks –qoşma nöqtələr cütləridir.  

   21 ,eeO afin koordinat sistemində  

   0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa                                 (1) 

tənliyi ilə verilən xəttə ikitərtibli xətt deyilir. (1) tənliyi ikitərtibli xəttin ümumi tənliyi 
адланыр. Ümumi tənliyin əmsalları ixtiyari həqiqi ədədlərdir  və 221211 ,, aaa  eyni vaxtдa 
sıfıra bərabər deyil. 

1012 ,aa  və 20a əmsallarını lazım olduqda ,, 0121 aa və 02a    kimi də işarə edəcəyik Aşağıdaki 

işarələмяляri  daxil edək: 
 ),( yxF ,222 002010

2
2212

2
11 ayaxayaxyaxa   

 ,),( 2022111 ayaxayxF   

 
.),(

,),(

0002010

2022212

ayaxayxF

ayaxayxF




 

Bu işarələmələri tətbiq etməklə (1) tənliyiни  
0),( yxF          və ya 

)2(0),(),(),( 021  yxFyyxFxyxF  

 
şəklində yazmaq olar. 

  İkitərtibli xətlərə misal olaraq  1
2

2

2

2


b

y

a

x
 tənliyi ilə verilən  еллипси, 1

2

2

2

2


b

y

a

x
 

tənliyi ilə verilən hiperbolanı, pxy 22   tənliyi ilə verilən parabolanı göstərmək olar. 

İkitərtibli xətlərə dair digər nümunələrə baxaq: 0
2

2

2

2


b

y

a

x
 tənliyi ilə verilən   xətti 

ikitərtibli xətdir. Bu tənliyi  



    0))(( 
b

y

a

x

b

y

a

x
 

 şəklində yazmaq olar. Bu halda deyirlər ki,   xətti kəsişən  

    0
b

y

a

x
 və 0

b

y

a

x
 

 düz xətlər cütünə ayrılır (parçalanır). Analoji olaraq, 0,022  aax xətti 0 ax  və 

0 ax  paralel  düz  xətlər  cütünə  ayrılır (bax şəkil 1, a), b)). 
    

 
                       a) 

 
                       b) 
 

шякил 1 
 

Baxılan xətlər sonsuz sayda həqiqi və xəyali nöqtələri olan ikitərtibli xətlərə 
nümunəлярdir. Lakin bu xassəyə malik olmayan ikitərtibli xətlər də vardır. Məsələn,   

022  yx  tənliyi ilə verilən ikitərtibli xətt bir həqiqi   )0,0(O   nöqtəsinə və sonsuz sayda 

xəyali nöqtələrə malikdir, 01
2

2

2

2


b

y

a

x
 xəttinin isə həqiqi nöqtələri yoxdur, yəni onun 

bütün nöqtələri xəyalidirlər.  
2. Tutaq ki, afin koordinat sistemində  

                         ),( yxF )3(0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa  

 tənliyi ilə ikitərtibli   xətti  və   

)4(, 2010 tpyytpxx   

 parametrik tənlikləri ilə l  düz xətti verilmişdir.  
 l  düz xəttinin   xətti ilə kəsişmə nöqtələrini təyin edək. x  və y  dəyişənlərinin 

(4) tənliklərindən olan qiymətlərini (3) tənliyində nəzərə alıb müvafiq çevirmələr aparsaq,  

    )5(022  RQtPt  
  nəticəsinя эялмиш olarıq, burada  

   

.),(

)6(,),(),(

,2

00

20021001

2
2222112

2
111

yxFR

pyxFpyxFQ

pappapaP






 

 (5) tənliyini tədqiq edək. İki hal mümkündür: 
     1) )5(.0P  tənliyinin iki kökü vardır: 

                                          ,, 21 P

Q
t

P

Q
t

 



  



burada PRQ  2 - (5) tənliyinin diskriminantıdır . l  düz xətti   ikitərtibli xəttini: 0  
olduqda həqiqi və müxtəlif, 0  olduqda kompleks-qoşma , 0  olduqda isə üst-üstə 
düşən 1M  və 2M  nöqtələrində kəsir.  

Şəkil 2 –də 01 l  halına, 02 l  

halına, 03 l  halına uyğun olan düz 

xətlərdir.  
2) )5(.0P tənliyi belə 
yazılır: 0.0  QRQt olduqda  l  düz 
xətti    xəttiни бир нюгтядя кясир. 

0,0  RQ  олдугда l дцз хяттинин   хятти 
ilə ortaq nöqtələri 
yoxdur. 0 RQ olduqda isə ixtiyari 

)5(t tənliyinin həlli olur, ona görə də 
l şərti ödənilir.  

 Beləliklə, l  düz xəttinin və ikitərtibli    

xəttinin qarşılıqlı vəziyyətinin altı halı 
mümkündür: 

 
                               Şəkil 2. 

 
,0P  0 iki həqiqi  kəsişmə  nöqtələri  vardır; 

                0 xəyali kompleks-qoşma kəsişmə nöqtələri vardır; 
    0 üst-üstə düşən kəsişmə nöqtələri vardır; 

 0,0 QP bir kəsişmə nöqtəsi vardır; 
    0,0 RQ  kəsişmə nöqtələri yoxdur; 
    0,0 RQ düz xətt   xətti üzərində yerləşir. 

3. (5) tənliyindəki P əmsalı yalnız  l  düz xəttinin p istiqamətverici vektorundan 

asılıdır və 0M  nöqtəsinin ),( 00 yx  koordinatlarından asılı deyil. Deməli 0P halında 

istiqamətverici vektoru p ),( 21 pp  olan bütün düz xətlər   xəttini ики нюгтядя (щягиги-
мцхтялиф, цст-цстя дцшян вя йа комплекс-гошма) кясирляр. 0P  щалында ися йа l  
олур,  йа да l  дцз хятти   хяттини birdən çox olmayan nöqtədə kəsir.  

Sıfırdan fərqli p vektoruna paralel olan düz xətt   xətti ilə birdən çox olmayan 

ortaq nöqtəyə malikdirsə və ya   xəttinə aiddirsə, bu halda  p vektoru ilə təyin olunan 
istiqamət   xəttinə nəzərən asimptotik istiqamət adlanır. Yuxarıdakı nəticədən qeyd edə 

bilərik : sıfırdan fərqli p ),( 21 pp  vektoru ilə təyin olunan istiqamət yalnız və yalnız  

    )7(02 2
2222112

2
111  pappapa  

şərti ödənildikdə (3) tənliyi ilə  verilən   xəttinə nəzərən asimptotik istiqamət olur. 

(7) düsturu ikitərtibli xətlərə nəzərən asimptotik istiqamətləri təyin etməyə imkan verir. 

022 a  olduqda (7)-dən 01 p  ( p - sıfırdan fərqli vektor olduğundan ) olması 
alınır, ona görə də (7) bərabərliyindən  

    )8(02 1112
2

22  akaka  

nəticəsinə gəlirik, burada  .
1

2

p

p
k   

(8) tənliyini həll etməklə alırıq: 



,
22

12

a

a
k


                                                          (9) 

бurada 2
122211 aaa  . 

022 a olduqda (7) tənliyi  

02 2112
2

111  ppapa  
şəklində yazılır. Bu tənliйи 

 )1,0(2e   və  )10(),2( 1112 aap                

vektorlarının koordinatları ödəyirlər.  
İkitərtibli   xəttinə nəzərən нечя asimptotik istiqamətin olduğunu aydınlaşdıraq. 

Üç hala baxaq.  

1) 02
122211  aaa  və deməli, )9(.022 a   düsturundan müəyyən edirik 

ki,   xəttinə nəzərən asimptotik istiqamətlər yoxdur. 

  2) .02
122211  aaa Bu halda    xəttinə nəzərən iki asimptotik istiqamət 

vardır. Doğrudan da,  .022 a olduqda bu nəticə (9)  düsturundan alınır, 

.022 a olduqda isə 012 a  şərti ödənildiyindən   )1,0(2e  və ),0( 11ap  vektorları 
kollineardırlar və eyni bir asimptotik istiqaməti təyin edirlər.  
 Beləliklə aşağıdakı teorem doğrudur: 

Teorem. Tutaq ki, (3) tənliyi ilə   ikitərtibli xətti verilmişdir və 

0.2
121211  aaa  olduqda   xəttinə nəzərən асимптотик истигамятляр йохдур,  0  

olduqda iki asimptotik istiqamət vardır, 0 олдугда ися ики асимптотик истигамят вардыр. 
Qeyd edək ki, asimptotik istiqamət həndəsi anlayışdır (yəni həndəsi fiqurların 

qarşılıqlı vəziyyəti  иля təyin olunmuşdur) və ona görə də koordinat sisteminin seçimindən 
asılı deyil.  

Ellipsə, hiperbolaya və parabolaya  nəzərən neçə asimptotik istiqamət olduğunu 

aydınlaşdıraq. Tutaq ki, ellips 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 kanonik tənliyi ilə verilmişdir. 0

1
22


ba
 

olduğundan ellipsə nəzərən asimptotik istiqamətlər yoxdur. Analoji qaydada 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

tənliyi ilə verilmiş hiperbola üçün 
22

1

ba
  olur və (7) tənliyi  

0
2

2
2

2

2
1 

b

p

a

p
 

şəklində yazılır. Бuradan görünür ki, hiperbolaya nəzərən iki asimptotik istiqamət vardır. 
Eyni qayda ilə göstərilir ki, parabola üçün 0 , ona görə də parabolaya nəzərən yalnız 
bir asimptotik istiqamət vardır.  

Yuxarıdakı nəticəyə uyğun olaraq ikitərtibli xətt 0 olduqda elliptik tip, 0  
hiperboлik tip, 0  олдугда ися parabolik  tip  xətt adlandırılır. 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ХЫЫI  Мцщазиря 
 

İkitərtibli xəttin mərkəzi. İkitərtibli xəttə toxunan düz xətt 
  
 1. Tutaq ki,     

                                  0),( yxF                                                                      (1) 
 
ümumi тянлийи иля   ikitərtibli xətti verilmişdir. Uc nöqtələri   xətti üzərində yerləşən 
parçaya bu xəttin vətəri deyilir.   xəttinin vətərinin orta nöqtəsinə dair aşağıdakı teorem 

doğrudur: 
  Teorem 1.    ikitərtibli xəttinə asimptotik olmayan ),( 21 ppp


 vektoru verilmişdir . 

),( 00 yxM   nöqtəsinin p vektoruna paralel olan hər-hansı orta nöqtəsi olması üçün zəruri 

və kafi şərt  
                                     
                                      0),(),( 20021001  pyxFpyxF                                                        

(2) 
 
 münasibətinin ödənilməsidir. 
  İsbatı. ),( 00 yxM  nöqtəsindən keçən və ),( 21 ppp


  vektoruna paralel olan l duz 

xəttinin 0201 , ytpyxtpx   parametrik tənliklərini yazaq. Tutaq ki,  1M  və 2M  l -düz 

xəttinin verilmiş xətlə kəsişmə nöqtələridir, 1t  və 2t - bu nöqtələrin parametrləridir. Onda  

),(),,( 02202120120111 ytpxtpMytpxtpM   yaza bilərik. Aşkardır ki, ),( 00 yxM  

nöqtəsi yalnız və yalnız 021  tt  şərti ödənildikdə 21MM  parçasının orta nöqtəsi olуr. 

Digər tərəfdən 1t  və 2t  

                                      022  RQtPt                                                                 (3) 
 
kvadrat tənliyinin kökləridir. Viyet teoreminə görə (3) tənliyinin köklərinin cəminin sıfıra 
bərabər olması üçün zəruri və kafi şərt 0),(),( 20021001  pyxFpyxFQ  münasibətinin 

ödənilməsidir. Teorem isbat olundu. 
    ikitərtibli  xəttinin simmetriya mərkəzi olan C  nöqtəsinə bu xəttin mərkəzi 

deyilir.  
Teorem 2. ),( 00 yxC nöqtəsinin (1)tənliyi ilə verilən ikitərtibli xəttin mərkəzi olması üçün 

zəruri və kafi şərt 0,
0

yx  ədədlər cütünün  

 



                                    ,
0

0

202221

101211









ayaxa

ayaxa
                                                                       

(4) sisteminin həlli olmasıdır. 
İsbatı. Tutaq ki, ),( 00 yxC  ikitərtibli   xəttinin mərkəzidir. Göstərək ki, 0,

0
yx   

cütü )4( sistemini ödəyir. C  nöqtəsindən p ),( 21 pp  və q ),( 21 qq  vektorlarına paralel olan 
asimptotik olmayan istiqamətli iki vətər keçirək. C    xəttinin mərkəzi olduğundan, bu 
nöqtə  çəkilən hər iki  vətərin orta nöqtəsidir. Teorem 1-ə görə  

 

   
0),(),(
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20021001

20021001





qyxFqyxF

pyxFpyxF
 

p  və  q  kollinear olmayan vektorlardır, ona görə də 
22

11

qp

qp
0 . Deməli, 

0),(,0),( 0000  yxFyxF ,  yəni   C  nöqtəsinin koordinatları (4) tənliklər sistemini 

ödəyirlər. 
  Tərsinə, tutaq ki, ),( 00 yxC  nöqtəsinin koordinatları  (4) tənliklər sistemini 

ödəyirляр. Göstərək ki, C     xəttinin mərkəzidir. Koordinat başlanğıcıны ),( 00 yxC  

nöqtəsinə köçürək və yeni koordinat sistemində xəttin tənliyini yazaq. Bu halda 
koordinatların çevirmə düsturları 0xXx  , 0yYy   şəklindədir, ona görə də x və y-in 

qiymətlərini (1) tənliyində yerinə qoymaqla    xəttinin yeni koordinat sistemindəki 
tənliyini alarıq:  

0222 002010
2

2212
2

11  aYaXaYaXYaXa ,                                  (5) 

бurada  ),( 00110 yxFa  , ),( 00220 yxFa  , ),( 0000 yxFa  . 

),( 00 yxC nöqtəsinin koordinatları (4) sistemini ödədiklərindən  010 a , 20a 0, ona görə 

də  (5)  tənliyi belə yazılır: 
02 00

2
2212

2
11  aYaXYaXa . 

Bu tənlikdən  görünür ki, C    xəttinin simmetriya mərkəzidir. Doğrudan da, əgər 

),( yxM  olarsa, onda  ),( yxM , burada M    C  nöqtəsinə nəzərən M  

nöqtəsinə simmetrik olan nöqtədir. Beləliklə, C     xəttinin mərkəzidir. Teorem isbat 
olundu.  
 Nəticə. Koordinat başlanğıcının (1) tənliyi ilə verilmiş xəttin mərkəzi olması üçün 
zəruri və kafi şərt 02010  aa  münasibətinin ödənilməsidir.  

Doğrudan da, )0,0(  nöqtəsi  yalnız  və  yalnız  02010  aa olduqda  (4)  sistemini 

ödəyir. 
Teorem 2  вerilmiş xəttin mərkəzlərinin varlığı ilə bağlı məsələni tədqiq etməyə 

imkan verir. Məsələ  (4)  tənliklər sisteminin tədqiqinə gətirilir.  
 

                                         
















202221

101211

2221

1211 ,
aaa

aaa

aa

aa
                                                 (6) 

 
matrislərinə baxaq və bu matrislərin ranqlarını uyğun olaraq r  və R  ilə işarə edək. 
Aşkardır ki,  Rr  .  Мümkün halları qeyd edək: 

)1 2 Rr . Bu halda (4) sisteminin yeganə həlli vardır və ona görə də   xətti bir 

və yalnız bir mərkəzə malikdir. Belə xassəyə malik olan xətlərə mərkəzi xətlər deyilir.  



)2 .1 Rr Bu halda (3) sisteminin sonsuz həllər çoxluğu vardır: (4) системинин 
тянликляриндян бири диэяринин нятиъясидир. Хяттини мяркязляр дцз хятти вардыр.Бу дцз хятт (4) 
системинин тянликляриндян бири иля тяйин олунур.  

3) .2,1  Rr  (4) sisteminin həlli yoxdur və buna uyğun olaraq, xəttin heç bir 
mərkəzi yoxdur.   

Mərkəzləri olmayan və ya birdən çox mərkəzi олан xətlərə qeyri-mərkəzi xətlər 
deyilir. Yuxarıdakı mühakimələr göstərir ki, xətt yalnız və yalnız 0  olduqda mərkəzi 
xətt olur. Beləliklə, elliptik tip və hiperbolik tip xətlər мяркязи, параболик тип хятляр isə 
qeyri-mərkəzi xətlərdir.  

Ellips   və hiperbola mərkəzi xətlərdir   ( 0 ), ona görə də bu xətlərin bir və 
yalnız bir  mərkəzi vardır  (koordinat başlanğıcı). pxy 22    kanonik  tənliyi ilə verilən 
parabola halında (6) matrislərinin 2,1  Rr   ranqları vardır, ona görə də parabolanın 
mərkəzi yoxdur.  

2.  Əgər 0M  nöqtəsi bu xəttin mərkəzidirsə, ona xəttin məxsusi nöqtəsi, əks 

halda isə adi nöqtəsi deyilir. 
İkitərtibli xəttin adi   0M   nöqtəsindən keçən düz xətt, xətti üst –üstə düşən iki 

nöqtədə kəsdikdə və ya bütünlüklə bu xətt üzərində yerləşdikdə, 0M   nöqtəsində 

ikitərtibli xəttə toxunan düz xətt adlanır.  
Teorem 3. İkitərtibli xəttin  hər bir adi nöqtəsində bir və yalnız bir toxunanı vardır. 

Əgər xətt (1) ümumi tənliyi ilə verilmişdirsə, onda bu xəttin ),( 000 yxM  nöqtəsində 

toxunanının  
        0)()()( 000020012002202110012011  ayaxayayaxaxayaxa , 

və ya 
                  0),(),(),( 000002001  yxFyyxFxyxF                                                      

(7) 
tənliyi vardır. 

İsbatı. Tutaq ki, 0M  nöqtəsindən keçən l  düz xətti 

tpyytpxx 2010 ,  parametrik tənlikləri ilə verilmişdir.  Ona görə də l  düz xəttinin 

  xətti ilə kəsişmə nöqtələrinin parametrləri  

                            022  QtPt                                                                           (8) 
тənliyi ilə təyin olunacaq. Göstərək ki, l  düz xətti yalnız və yalnız 0Q olduqda toxunan 

olur. Doğrudan da, əgər l  toxunandırsa, onda (8) tənliyinin ya üst-üstə düşən iki həlli, ya 
da sonsuz həllər çoxluğu vardır. Hər iki halda 0Q olur. Tərsinə, əgər 0Q olarsa, 
onda (8) tənliyinin ya üst-üstə düşən iki kökü vardır ( 0P  olduqda), ya da sonsuz həllər 
çoxluğu vardır ( 0P  olduqda). 0Q şərti o deməkdir ki, 

                                     0),(),( 20021001  pyxFpyxF .                                                (9)  

),( 000 yxM -adi nöqtə olduğundan, ),(F ),,( 002001 yxyxF  eyni vaxtda sıfıra bərabər deyil. 

Ona görə də (9) bərabərliyi yeganə ),( 21 ppp


vektoru istiqamətini təyin edir. Belə bir 

vektor olaraq, məsələn, )),(),,(( 001002 yxFyxFt 


 vektorunu göstərmək olar. 0M  

nöqtəsindən t


 vektoru istiqamətində bir düz xətt keçdiyindən 0M  nöqtəsində yeganə 

toxunan vardır.  
Toxunan 0M  nöqtəsindən t


vektoru istiqamətində  keçdiyindən, 

 



                                          0
),(

),(

0010

0020 




yxFyy

yxFxx
                                                                  

(10) 
tənliyi vardır. 
 0M olduğundan, 

                                              0),(),(),( 00000020001  yxFyyxFxyxF . 

Bu bərabərliyi  (10) bərabərliyində nəzərə alaq: 
0),(),(),( 000002001  yxFyyxFxyxF . 

 Alınan tənlik  (7) tənliyidir. Teorem isbat olundu. 
  Ellips, hiperbola və parabolanın bütün nöqtələri adi nöqtələr olduqlarından bu 
xətlərin hər bir nöqtəsində bir yalnız bir toxunan vardır. Bu xətlərin toxunanlarının 
tənliklərini yazaq. 

1) 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 ellipsi halında 0,1,

1
,

1
20101200222211  aaaa

b
a

a
a  

olduğundan   ),( 00 yx  nöqtəsində toxunanın tənliyi  

    1
2
0

2
0 

b

yy

a

xx
 

 şəklindədir. 

  2) 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 hiperbolası halında  101200222211 ,1,

1
,

1
aaa

b
a

a
a  

020  a  olduğuna görə ),( 00 yx nöqtəsində toxunanın tənliyi  

 

           1
2
0

2
0 

b

yy

a

xx
 

şəklindədir. 
 

3) pxy 22   parabolası halında  0,,1 002012111022  aaaapaa  

олдуьундан ),( 00 yx  nöqtəsində toxunanın tənliyi  

)( 00 xxpyy   

şəklindədir. 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

XIV Mühazirə 
 

Vektorial hasil, xassələri. Vektorial hasil vektorunun koordinatları. Vektorial 
hasilin tətbiqləri. 

 

1. Tutaq ki, ba


, kollinear olmayan vektorlardır. Fəzanын müəyyən Μ 

nöqtəsindən bMBaMA


 , vektorlarım ayıraq və MACB paraleloqramını elə quraq 

ki, MA və MB parçaları bu paraleloqraмын qonşu tərəfləri olsun.  MACB 

paraleloqramı ba


,  vektorları 
üzərində qurulan paraleloqram adlanır. Fəzada sonsuz sayda belə paraleloqramlar 
qurmaq olar. Onların hamısı bir-birinə bərabər olacaqlar. Bu isə onların sahələrinin 
eyni olmasına gətirib çıxarır.  

Tutaq ki, fəza oriyentasiya olunmuşdur. 

Verilmiş nizamla götürülən kollinear olmayan ba


, vektorlarının vektorial hasili, 
uzunluğu bu vektorlar üzərində qurulan paraleloqramын sahəsinə bərabər olan elə  

p


vektoruna deyilir, bu vektor ba


,  vektorlaрынa 

perpendikulyardır və elə istiqamətlənmişdir ki, pba


,,  bazisi sağ oriyentasiyalı 
bazisdir. Kollinear vektorlann vektorial hasili sıfır-vektora bərabər hesab olunur. 

ba


, vektorlarmm vektorial hasili  ba


 və ya  ba


,  kimi işarə olunur.  

Teorem . Əgər a


və b


 vektorlarmın ortononnallaşmış sağ kji


,,  ),,( 321 aaaa 


, 

),,( 321 bbbb 


  



koordinatları vardırsa, onda   ba


    vektorunun   ba











22

11

11

33

33

22 ,,
ba

ba

ba

ba

ba

ba
 koordinatları 

vardır. 
Vektorların vektorial hasilinin ашаьыдакы əsas 

xassələrini  гейд едя билярик: 

1.  ba


=-  .ab


 

2.    ba


,  ba


. 

3.   cba


,  ca
  .cb


 

Vektorial hasil əməlinin aşağıdakı tətbiqələri vardır: 
1) Paraleloqramın sahəsinin hesablanmasına 

vektorial hasilin tətbiqi. 

Tutaq ki, hər hansı a


 və  b


 vektorları verilmişdir. Bu 
vektorlar üzərində qurulan paraleloqramın sahəsi  

 baS


,  

 
 düsturu ilə 
hesablanır.  

2)  Üçbucağın sahəsinin hesablanmasına vektorial 
hasilin tətbiqi. 

Tutaq ki, təpələri CBA ,,  nöqtələri olan üçbucaq 

verilmişdir. CBA ,,  üçbucağının sahəsi  

 ACABS ,
2

1
  

düsturu ilə hesablanır. 
 
 

XV Mühazirə 
 

Qarışıq hasil, xassələri, koordinatlarla ifadəsi. Qarışıq hasilin tetraedrin həcminin 
hesablanmasına tətbiqi 

 

 l. Tutaq ki, cba


,,  komplanar olmayan vektorlardır. Fəzanın müəyyən Μ 

nöqtəsindən  cMCbMBaMA


 ,, vektorlarını ayıraq və MADBCAıDıBı 
paralelepipedini elə 
quraq ki, MA, MB və MC parçaları bu paralelepipedin tilləri olsun.  Quralan 

paralelepipedə cba


,,  vektorları üzərində qurulan paralelepiped deyilir. Tutaq ki, 

oriyentasiya olunmuşdur. Komplanar olmayan, verilmiş nizamla götürülən cba


,,  

vektorlannın qarışıq hasili dedikdə bu vektorlar üzərində qurulan paralelepipedin, cba


,,  
sağ bazisi olduqda "+" işarəsi ilə, sol bazis olduqda isə "-" işarəsi ilə götürülən həcmi 
başa düşülür. 

cba


,,  vektorlannın qarışıq hasili cba


 və ya   cba


 kimi işarə olunur.  

Teorem. İxtiyari cba


,,   bazisi və ortonormallaşmış sağ kji


,,  bazisi üçün    

cba


=(i,j,k)/(a,b ,c) bərabərliyi doğrudur. 



Teorem. Əgər cba


,,  vektorlarmın ixtiyari 321 ,, eee


bazisində  ),,( 321 aaaa 


, ),,( 321 bbbb 


, 

),,( 321 cccc 


 koordinatlan vardırsa,  onda  cba


.321

333

222

111

eee

cba

cba

cba






Nətiçə. Əgər cba


,,  vektorlarının ortonormallaşmış kji


,,  sağ bazisində ),,( 321 aaaa 


, 

),,( 321 bbbb 


, ),,( 321 cccc 


  koordinatlan vardırsa, onda   cba


.

333

222

111

cba

cba

cba

  

 
 
 

Qarışıq hasilin əsas xasssələrini qeyd edək: 

1. cba


= bacacb


 ; 

2. bcacbaabccbacabcba


 ,, ; 

3.    cbacba
   ; 

4.   dcbdcadcba



, 
бurada α- ixtiyari 
həqiqi ədəddir. 

Qarışıq hasilin 
bəzi tətbiqlərini 
qeyd edək. 

1. Təpələri DCBA ,,,  nöqtələrində olan tetraedrin həcmi  

 ADACABV ,,
6

1
  

düsturu ilə hesablanır. 

2. DCBA ,,,  nöqtələri yalnız və yalnız   0,, ADACAB  bərabərliyi ödənildikdə bir 
müstəvi üzərində yerləşirlər. 

3. cba


,,  vektorları yalnız və yalnız   cba


=0 münasibəti ödənildikdə komplanar olurlar. 
XVI  Mühazirə 

 
.   Fəzada müstəvinin verilmə üsulları 

 



 
Tutaq ki, fəzada  σ müstəvisi verilmişdir. σ müstəvиsinə paralel olan bütün vektorlarin L 
çoxluğu üçölçülü V vektor fəzasının ikiölçülü alt vektor fəzasıdır. L alt fəzası V-nin 

yönəldici alt fəzası adlanır. Fərz edək ki, a


 və b


 -L-dən olan xətti asılı olmayan vektorlar 

cütüdür. a


 və b


 vektorları L alt fəzasımn bazisini əmələ gətirirlər. σ müstəvisi üzərində 
müəyyən 0M  nöqtəsini götürək. 0M  nöqtəsiniн σ müstəvisinə aid olması üçün zəruri və 

kafi şərt baMM


,,0  vektorlarmm komplanarlığı, yəni onlarm qarышыг hasilinin sifira 

bərabərliyidir:   .0,,0 baMM


 (1) 

Bu bərabərlikdən istifadə edərək, müxtəlif üsullarla verilən σ müstəvisinin tənliyini 
yazaq: 1. Afin koordinat sistemində koordinatlan ilə  0000 ,, zyxM nöqtəsi və iki kollinear 

olmayan  321 ,, aaaa


 вя  321 ,, bbbb


 векторлары verilmişdir. 0M  nöqtəsindən keçən və 

yönəldici alt fəzası L(a, b ) olan σ müstəvisinin tənliyini yazaq. (1) bərabərliyinə görə 
M(x, ys z) nöqtəsi yalnız və yalnız 

0

330

220

110









bazz

bayy

baxx

                                                                 (2) 

bərabərliyi ödənildikdə σ müstəvisinə aid olur. 
M olduqda (1) bərabərliyi ödənüir və deməli, Μ nöqtəsinin x, y, z  

koordinatları (2) tənliyini ödəyirlər. M  olduqda isə baMM


,,0  vektorları komplanar 

olmurlar, ona görə də (1) bərabərliyi ödənilmir və deməli, x, y,  z koordinatlan (2) 
tənliyini ödəmirlər. Beləliklə, (2) tənliyi σ müstəvisinin tənliyidir. 

2. Afm koordinat sistemində koordinatları ilə verilmiş və bir düz xəttə aid olmayan 
üç Mı(xı,yı,zı), ),,( 2222 zyxM , ),,( 3333 zyxM  nöqtələrindən keçən müstəvinin tənliyini 

yazaq. Verilmiş nöqtələr bir düz xəttə aid olmadıqlarынdan  21MM  вя 31MM vektorları 

kollinear deyil və baxılan müstəvinin yönəldici alt fəzası L( 21MM , 31MM ) alt fəzası olan 

müstəvi kimi təyin etmək olar. Ona görə də 321 ,, MMM nöqtələrindən keçən müstəvinin 

(2)-yə analoji olan aşağıdakı tənliyi yaza bilərik: 

.0

13121

13121

13121









zzzzzz

yyyyyy

xxxxxx

 

 
3. σ müstəvisinin yönəldici alt fəzasынın ixtiyari vektoruna perpendikulyar olan n


 

vektoruna baxaq. Bu halda deyirlər ki, n


  vektoru σ müstəvisinə perpendikulyardır. 
Tutaq ki, düzbucaqlı koordinat sistemində koordinatlan ilə  0000 ,, zyxM  nöqtəsi və 

sıfırdan fərqli n


 (Α, Β, C) vektoru verilmişdir. Mo  nöqtəsindən n


 vektoruna 
perpendikulyar keçən  σ müstəvisinin tənliyini yazaq.  M(x, y, z) nöqtəsi yalnız və yalnız 

MM 0 və n


 vektorlan ortoqonal olduqda, yəni   0,0 nMM


 шярти юdəndikdə σ 

müstəvisinə aid olur. MM 0  vektorunun MM 0  (x- 0x , y- 0y , z- 0z ) koordinatlannı nəzərə 

alsaq, 
sonuncu bərabərliyi  

A(x-xo)+B(y-yo)+C(z-z0)=0                                                      (4) 
şəklində yamaq olar. (4) tənliyi  0000 ,, zyxM  nöqtəsindən кечян вя n


 vektoruna 

perpendikulyar olan müstəvinin tənliyidir.  



4. Tutaq ki, fəzada afın koordinat sistemi daxil edilmişdir.  0000 ,, zyxM  

nöqtəsindən keçən və yönəldici alt fəzası  321 ,, aaaa


 ,  321 ,, bbbb


 bazisli L fəzası olan σ 

müstəvisinə baxaq. M(x, y, z) nöqtəsi yalnız və yalnız (1) bərabərliyi ödəndikdə σ 

müstəvisinə aid olur.  baMM


,,0  vektorlaрыnын komplanarhğына əsasən elə vu,  ədəдləri 

vardır ki,  

MM 0  .bvau


 (5) 

Beləliklə, Μ nöqtəsi yalnız və yalnız (5) bərabərliyi ödəndikdə σ müstəvisinə aid olur. 

MM 0  vektorumm MM 0  (x- 0x , y- 0y , z- 0z ) koordinatlaры olduğundan (5) şərti   















330

220

110

,

,

vbuazz

vbuayy

vbuaxx

  bərabərliklər sistemi şəklində yazıla bilər. Bu bərabərliklərə σ  

müstəvisinin parametrиk tənlikləri deyilir. 
 

XVIII   Mühazirə 
 

  İki müstəvi arasında qalan bucaq. Müstəvinin normal tənliyi. Nöqtədən müstəviyə 
qədər olan məsafə 

 
 

2. Tutaq ki, düzbucaqlı koordinat sistemində Ax+By+Cz+D=0 tənliyi ilə σ müstəvisi və bu 
müstəviyə aid olmayan  0000 ,, zyxM  nöqtəsi verilmişdir.  0M nöqtəsindən σ müstəvisinə 

qədər olan p(Mo, σ) məsafəsi 

                                                            
222

000
0 ,

CBA

DCzByAx
M




                                 

(3)           



дцстуру иля щесабланыр. (4) düsturundan astifadə edərək, düzbucaqh koordinat sistemində 
Ax+By+Cz+Dı=0,  Ax+By+Cz+D2=0 tənlikləri ilə verilmiş вя бир-бириня паралел олан  σ ı və σ2 müstəviləri 
arasmdakı  21, məsafəsini tapaq, burada .21 DD  Tutaq ki,  0000 ,, zyxM  - 1  müstəvisinin ixtiyari 
nöqtəsidir. Onda aşkardır ki, ρ(σ ι, σ2)= ρ(Μο, σ2), ona görə də (4) düsturundan istifadə etsək, 



alaрыq: 

  .,
222

12
21

CBA

DD




  

3.     Tırtaq ki, düzbucaqlı koordinat sistemində (1) və (2) tənlikləri ilə kəsişən σ ı və 
σ2 müstəviляri verilmişdir. Bu müstəvilər arasındakı bucağı tapaq. İki kəsişən müstəvi dörd 
ikiüzlü bucaq əmələ gətirirlər və bu bucaqlardan ixtiyari biri verilmiş müstəvilər 
arasındakı bucaq adlanır .  1111 ,, CBAn


 вя  2222 ,, CBAn


vektorlaры uyğun olaraq, σ ι və σ2 

müstəvilərinə peрпendikuлyaΓ olduqlanndan   21 ,nn


  bucağı σ ı və σ2 müstəvilərinin 
əmələ gətirdiyi ikiüzlü bucaqlardan birinin xətti bucağıdır. Ona görə də φ bucağmı təyin 
etmək yetərlidir: 

 

 

 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




                                   (4) 

  
 
(4) düsturundan görünür ki, σ ı və σ2 müstəviləri yalnız və yalnız  02 nn


, йяни 

0212121  CCBBAA olduqda perpendikulyardırlar. 
 Müstəvinin normal tənliyi 

0coscoscos  pzyx   
şəklindədir, burada 1coscoscos 222    və 0p . 

XIX Мцщазиря 
 

Fəzada düz xəttin verilmə üsulları 
 
 1. Fəzada vерилмиш дцз хяття паралел олан истянилян sıfırdan fərqli вектор онун 
йюнялдиъи, йахуд истигамятвериъи вектору адланыр. Дцз хяттин вязиййяти  бу дцз хяттин 
йюнялдиъи векторунун вя мцяййян нюгтясинин, йахуд ики нюгтясинин верилмяси иля  
биргиймятли тяйин олунур. Fəzada düz xətt üç üsulla verilə bilər: 
 1) bir nöqtəsi və bir yünəldici vektoru ilə; 
 2) iki müxtəlif nöqtəsi ilə; 
 3) iki müstəvinin kəsişməsi kimi. 
 Тутаг ки, fəzada 321 eeeO


 афин координат системи сечилмишдир вя бу системдя d  дцз 

хяттинин мцяййян  3000 ,, zyxM  нюгтясинин   вя   йюнялдиъи   321 ,, aaaa


                                         

векторунун координатлары мялумдур  d  дцз хяттинин тянлийини  йазаг. Ашкардыр  ки,  

 zyxM ,,   нюгтяси йалныз вя йалныз  MM 0  вя  a


 векторлары коллинеар  олдугда d              

дцз хяттиня аид олар.  Kollinearlıq şərtini  

atMM

0                                                     (1) 

və ya 

3

0

2

0

1

0

a

zz

a

yy

a

xx 






                                      (2) 

şəklində yazmaq olar.  (1) tənliyi düz xəttin fəzada vektorial tənliyi, (2) tənlikləri isə  
kanonik tənlikləri adlanır.                                               



 Fəzada iки нюгтяси иля верилян дцз хяттин тянлийини чыхараг. Тутаг ки, 321 eeeO


 афин 

координат  системиндя d          дцз хяттинин  111 , yxM  вя  222 , yxM                 

нюгтяляринин координатлары мялумдур Онда 21MM вектору d дцз хяттинин йюнялдиъи 

векторудур. Бу вектор 321 eeeO


  афин  координат  системиндя    121212 ,, zzyyxx                      

координатларына маликдир. Она эюря дя (2) дцстуруна ясасян d дцз  хяттинин  тянлийи  
ашаьыдакы                        кими йазылар: 
 
 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












                                          (3) 

(3) tənliklərinə fəzada iki nöqtədən keçən və ya iki nöqtəsi ilə verilən düz xəttin tənlikləri 
deyilir. 
 
 
 
 
             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mühazirə 20 

Fəzada iki düz xəttin, düz xətlə müstəvinin qarşılıqlı vəziyyəti. Fəzada 

iki düz xətt arasında qalan bucaq 

 Tutaq ki,  fəzada  111 , pMd


  və  222 , pMd


   düz xətləri verilmişdir. 
Bu düz xətlərin qarşılıqlı vəziyyətinin aşağıdakı 4 halı vardır: 
 1)   0,, 221 ppMM


 şərti ödənildikdə  111 , pMd


  və  222 , pMd


   düz 

xətləri çarpaz olurlar; 
 2)   111 , pMd


  və  222 , pMd


   düz xətləri  yalnız və yalnız 

  0,, 221 ppMM


 şərti ödənildikdə və 21 , pp


 vektorları kollinear olmadıqda bir 
nöqtədə kəsişirlər; 



 3)  111 , pMd


  və  222 , pMd


   düz xətləri  yalnız və yalnız 

  0,, 221 ppMM


 şərti ödənildikdə, 21 , pp


 vektorları kollinear olduqda, lakin 

121 , pMM


 vektorları kollinear olmadıqda bir-birinə paralel olurlar; 
 4)  111 , pMd


  və  222 , pMd


   düz xətləri  yalnız və yalnız 21 , pp


 və 

21MM   vektorları cüt-cüt kollinear olduqda üst-üstə düşürlər. 
 Tutaq ki, fəzada  0000 ,, zyxM  nöqtəsindən keçən, yönəldici vektoru 

 321 ,, aaaa 


 vektoru olan d  düz xətti və ümumi tənliyi 0 DCzByAx  
şəklində olan   müstəvisi verilmişdir. d  düz xəttinin və   müstəvisinin 
qarşılıqlı vəziyyətinin aşağıdakı 3 halı vardır: 
 1) d  düz xətti yalnız və yalnız  

0321  CaBaAa  
şərti ödənildikdə   müstəvisini bir nöqtədə kəsir. Kəsişmə nöqtəsinin 
tapılması üçün d  düz xəttinin və   müstəvisinin tənlikləri birlikdə həll 
olunur. 
 2) d  düz xətti yalnız və yalnız   0,// Ma


 və ya 








0

,0

000

321

DCzByAx

CaBaAa
 

şərtləri ödənildikdə    müstəvisinə paralel olur; 
3) d  düz xətti yalnız və yalnız   0,// Ma


 və ya 








0

,0

000

321

DCzByAx

CaBaAa
 

şərtləri ödənildikdə    müstəvisinin üzərində yerləşir. 
Tutaq ki, fəzada yönəldici vektorları  321 ,, pppp 


 və  321 ,, qqqq 


 

olan 1d  və 2d  düz xətləri verilmişdir. Bu düz xətlər arasındakı   bucaqı 
aşağıdakı düsturla hesablanır: 

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

332211cos
qqqppp

qpqpqp

qp

qp









 


 .               (1) 

(1)  düsturundan görünür ki,      1d  və 2d  düz xətləri yalnız və yalnız 
0 qp


, yaxud 0332211  qpqpqp   şərti ödənildikdə perpendikulyar 

olurlar.   
 
 
 

XXЫ Мцщазиря 

 İkitərtibli səth anlayışı. Fırlanma səthləri. Silindrik səthlər 
 

 
 Фязада ихтийари афин координат системиндяки координатлары ики тяртибли 



022

2222

003020

10231312
2

33
2

22
2

11





aaa

xayzaxzaxyazayaxa
              (1) 

тянлийини  юдяйян бцтцн нюгтяляр чохлуьуна ики тяртибли сятщ дейилир, бурада 

002211 ,...,., aaa щягиги ядядлярдир, беля ки, ики тяртибли щядд ямсалларындан щеч 

олмаса бири сыфырдан фярглидир. 

 Кясикляр методу йалныз ики тяртибли сятщляря дейил, ихтийари сятщляря тятбиг 

олуна биляр. Бу методун мащиййятини изащ едяк. Тутаг ки, S  сятщи дцзбуъаглы 

координат системиндя (1) тянлийи иля верилмишдир. S  сятщини координат 

мцстявиляриня паралел олан  мцстявилярля (вя йа координат мцстявиляри иля ) 

кясирик вя сятщин бу мцстявилярля кясишмя хятлярини тяйин едирик. Бу хятлярин  

типляриня ясасян сятщин формасы щаггында фикир йцрцдцрцк. Кясикляр 

методунун тятбиги ашаьыдакы теоремя ясасланыр: 

 Теорем 1. Тутаг ки, дцзбуъаглы kjiO


 координат системиндя (1) тянлийи 

иля S  сятщи вя hz   тянлийи иля Oxy  мцстявисиня паралел олан, вя йа онунла 

цст-цстя дцшян   мцстявиси верилмишдир. Яэяр S  сятщи   мцстявиси иля   хятти 

бойунъа кясиширся, онда   хяттинин Oxy  мцстявиси цзяриндяки 

пройексийасынын jiO


 координат системиндя  

0),,( hyxF  

тянлийи вардыр. 

 Щяр бир нюгтяси иля бярабяр бу нюгтянин  мцяййян гейд олунмуш d  

дцз хятти ятрафында фырланмасындан алынан чевряни дя юзцндя сахлайан сятщя 

фырланма сятщи дейилир. Ятрафында фырланманын апарылдыьы d  дцз хятти фырланма 

оху адланыр. Фырланма сятщинин фырланма охуна перпендикулйар олан 

мцстявилярля кясишмясиндян алынан чевряляря паралелляр дейилир. Фырланма 

охундан кечян мцстявиляр ися фырланма сятщини меридианлар адландырылан 

хятляр бойунъа кясирляр.  

 Фырланма сятщи ашаьыдакы кими тяйин олуна биляр. Тутаг ки,   

мцстявисиндя d  вцз хятти вя   хятти верилмишдир.   хяттинин d  дцз хятти 



ятрафында фырланмасындан алынан сятщ оху d  дцз хятти олан фырланма сятщидир. 

  

хяттинин щяр бир нюгтяси d  дцз хятти ятрафында фырланараг, бу сятщин паралелини 

ямяля эятирир. 

 Ашаьыдакы теорем   хяттинин   мцстявисиндяки тянлийиня ясасян, 

фырланма сятщинин тянлийини мцяййян етмяйя имкан верир. 

 Теорем 2. Дцзбуъаглы kjiO


 координат системиндя 

)(222 zfyx   

тянлийи  

0),(  yzfx  

тянликляри иля верилмиш хяттин Oz  оху ятрафында фырланмасындан алынан фырланма 

сятщинин тянлийидир. 

 Щяр бир M  нюгтяси иля бярабяр, M  нюгтясиндян  кечян вя верилмиш 

сыфырдан фяргли p


 векторуна паралел олан дцз хятти дя юзцндя сахлайан сятщя 

силиндрик сятщ, вя йа силиндр дейилир. p


 векторуна паралел олан вя силиндрик сятщ 

цзяриндя йерляшян дцз хятляр бу сятщин доьуранлары адланыр.  

 Силиндрик сятщ бу шякилдя гурула биляр. Тутаг ки,  мцяййян хятдир, p


 

ися сыфырдан фяргли вектордур. Щяр бири   хяттинин мцяййян нюгтясиндян кечян 

вя  

p


 векторуна паралел олан бцтцн дцз хятлярин ямяля эятирдийи сятщ силиндрик 

сятщдир. Бу щалда   хятти бу силиндрик сятщин йюнялдиъиси адланыр. 

 Ашаьыдакы теорем доьрудур. 

 Теорем. Тутаг ки, фязада дцзбуъаглы kjiO


 координат системи вя 

мцстяви цзяриндя jiO


 координат системиндя  

0),( yxF                                                      (2) 

тянлийи иля   хятти верилмишдир. 

Онда (2)  тянлийи фязада йюнялдиъиси   хятти олан вя доьуранлары 

k


векторуна паралел олан силиндрик S  сятщини тяйин едир. 



Яэяр (2) тянлийи x  вя y  дяйишянляриня нязярян ики дяряъяли тянликдирся, 

онда йюнялдиъиси   хятти олан вя доьуранлары k


 векторуна паралел олан 

силиндрик сятщя ики тяртибли силиндрик сятщ (вя йа гыса шякилдя ики тяртибли силиндр) 

дейилир. (2) йюнялдиъисинин еллипс, щипербола, вя йа парабола олмасындан асылы 

олараг, бу силиндри еллиптик, щиперболик, вя йа параболик силиндр адландырырлар. 

Тутаг ки, дцзбуъаглы kjiO


 координат системи еля сечилмишдир ки, ики 

тяртибли силиндрик сятщин доьуранлары k


 векторуна паралелдирляр,   йюнялдиъисинин 

ися jiO


 координат системиндя каноник тянликляри вардыр. Бу щалда мцмкцн 

силиндрик сятщлярин ашаьыдакы тянликляри олаъагдыр: 

 1
2

2

2

2

b

y

a

x
   еллиптик силиндр; 

 1
2

2

2

2

b

y

a

x
 щиперболик силиндр; 

pxy 22          -    параболик силиндр; 

 0
2

2

2

2

b

y

a

x
 Oz  оху бойунъа кясишян ики мцстявийя парчаланан             

силиндр; 

0

,022




a

ax
    -     паралел мцстявиляр ъцтцня парчаланан силиндр; 

02 x           -        цст-цстя дцшян мцстявиляр ъцтцнц ифадя едян силиндр. 

Бу тянликляря уйьун ики тяртибли силиндрик сятщин каноник тянликляри дейилир. 

 

 

 
 

XXЫI Мцщазиря 

Еллипсоидляр və hiperboloidlər 

 Мцяййян дцзбуъаглы координат системиндя  

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
                                               (1) 



тянлийи иля верилян сятщя еллипсоид дейилир. (1) тянлийи еллипсоидин каноник тянлийи 

адланыр. Мцсбят cba ,,  ядядляриня еллипсоидин йарымохлары дейилир. Яэяр 

accbba  ,,  оларса, онда дейирляр ки, еллипсоид цчохлудур. (1) каноник 

тянлийиндян эюрцнцр ки, еллипсоид координат мцстявиляриня, координат 

башланьыъына вя координат охларына нязярян симметрикдир. Еллипсоидин 

симметрийа мяркязиня онун мяркязи, симметрийа охларына ися онун охлары 

дейилир. Охлардан щяр бири еллипсоиди  ики нюгтядя кясир. Бу нюгтяляр еллипсоидин 

тяпяляри адланыр. Цчохлу еллипсоидин алты тяпяси вардыр: ),0,0,(),0,0,( 21 aAaA   

).,0,0(),,0,0(),0,,0(),0,,0( 2121 cCcCbBbB   Асанлыгла мцяййян олунур ки, 

.,, czcbybaxa   

Еллипсоидин hz   мцстявиси иля кясийинин Oxy  мцстявисиндя jiO


 координат 

системиндя  

2

2

2

2

2

2

1
c

h

b

y

a

x
                                          (2) 

тянлийи вардыр.  

 Цч мцмкцн щалы гейд едя билярик. 

 1) .ch   Бу щалда кясикдя йарымохлары 
2

2

1
c

h
aa  , 

2

2

1
c

h
bb   

ядядляри олан еллипс алыныр. Хцсуси щалда Oxy  мцстявиси еллипсоиди 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

еллипси цзря кясир. 

 2) .ch   (2) тянлийи  0
2

2

2

2


b

y

a

x
 шяклиндя йазылыр. hz   мцстявиси 

еллипсоидля йалныз бир ортаг нюгтяйя-еллипсоидин тяпяляриндян бириня малик олур. 

 3)  .ch   (2) тянлийи хяйали еллипсин тянлийи олур. hz   мцстявисинин 

еллипсоидля ортаг нюгтяляри олмур.  

 Яэяр еллипсоидин ики йарым оху бярабярдирся, мясялян, ba   оларса, 

онда она фырланма еллипсоиди дейилир вя тянлийи 
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y

a

x
                                                   (3) 

шяклиндя йазылыр. Гейд едяк ки, (3) сятщи Oxz  мцстявисиндя йерляшян 

1
2

2

2

2


c

z

a

x
 

еллипсинин  Oz  оху ятрафында фырланмасындан алынмышдыр. 
 Щяр цч оху бир-бириня бярабяр олдугда, йяни cba   шяртляри 
юдянилдикдя еллипсоид сфера олур: 2222 azyx  . Демяли, сфера еллипсоидин 
хцсуси щалыдыр. 

Биройуглу вя икиойуглу щиперболоидляри фяргляндирирляр.  

1) Мцяййян дцзбуъаглы координат системиндя  

1
2

2

2

2

2
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c

z

b

y

a

x
                                                 (4) 

тянлийи иля тяйин олунан сятщя биройуглу щиперболоид дейилир. (4) тянлийи 

биройуглу щиперболоидин каноник тянлийи адланыр. Каноник тянликдян эюрцнцр ки, 

биройуглу щиперболоид координат мцстявиляриня, координат охларына (сятщин 

охлары) вя координат башланьыъына (сятщин мяркязи) нязярян симметрикдир. Ox  

вя Oy охлары биройуглу щиперболоиди )0,0,(),0,0,( 21 aAaA   вя )0,,0(),0,,0( 21 bBbB   

нюгтяляриндя кясирляр. Бу охлар биройуглу щиперболоидин щягиги охлары, 

эюстярилян нюгтяляр ися онун тяпяляри адланыр. Oz  охунун ися биройуглу 

щиперболоидля ортаг нюгтяляри йохдур. Она эюря дя Oz  охуна биройуглу 

щиперболоидин хяйали оху дейилир. 

 (4) сятщинин hz   мцстявиси иля кясишмясиндян йарымохлары 

22 hc
c

a
a  ,  22 hc

c

b
b   ядядляри олан  

2
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c

h
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y

a

x
  

еллипси алыныр. 0h  олдугда 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 еллипси алыныр. Бу еллипся биройуглу 

щиперболоидин боьаз еллипси дейилир. Ейни гайда иля биройуглу щиперболоидин 

hx   вя hy   мцстявиляри иля кясиклярини тяйин етмяк олур. 



 Яэяр (4) тянлийиндя ba   оларса, онда фырланма биройуглу щиперболоиди 

адландырылан сятщин 
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тянлийини аларыг. Бу сятщ 1
2

2

2

2


c

z

a

x
 щиперболасынын Oz  оху ятрафында 

фырланмасындан алынмышдыр.  

2) Мцяййян дцзбуъаглы координат системиндя  

1
2

2

2
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2
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c

z

b

y

a

x
                                           (5) 

тянлийи иля верилян сятщя икиойуглу щиперболоид дейилир. (5) тянлийи икиойуглу 

щиперболоидин каноник тянлийи адланыр. (5) тянлийиндян эюрцнцр ки, икиойуглу 

щиперболоид координат мцстявиляриня, координат охларына (симметрийа охлары) 

вя координат башланьыъына (симметрийа мяркязи) нязярян симметрикдир. Oz  

оху (5) сятщини  онун тяпяляри адландырылан ),0,0(),,0,0( 21 cCcC   нюгтяляриндя 

кясир. Oz  охуна икиойуглу щиперболоидин щягиги оху дейилир. Ox  вя Oy  

симметрийа охларынын икиойуглу щиперболоидля ортаг нюгтяляри олмадыьындан, 

бу охлар хяйали охлар адланыр. 

 (5) сятщинин hz   мцстявиси иля кясийинин  
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тянлийи вардыр. ch   олдугда бу тянликля еллипс тяйин олунур. Эюстярмяк олур 

ки, (5) сятщинин hx   вя hy   мцстявиляри иля кясикляри щиперболалардыр. 

 Яэяр (5) тянлийиндя ba   оларса, онда фырланма  икиойуглу щиперболоиди 

адландырылан сятщин  
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тянлийини аларыг. Гейд едяк ки, бу сятщ 1
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 щиперболасынын Oz  оху 

ятрафында фырланмасындан алынмышдыр. 



 

 
 

XXIII  Мцщазиря 

Параболоидляр 

 Еллиптик вя щиперболик параболоидляри фяргляндирирляр. 

1) Мцяййян дцзбуъаглы координат системиндя  
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                                                   (1) 

тянлийи иля тяйин олунан сятщя еллиптик параболоид дейилир. (1) тянлийи еллиптик 

параболоидин каноник тянлийи адланыр. (1) тянлийиндян эюрцнцр ки, еллиптик 

параболоид Oxz  вя Oyz  координат мцустявиляриня вя Oz  координат охуна 

(симметрийа оху) нязярян симметрикдир. Бу сятщ Oxy  координат мцстявисиня, 

OyOx,  координат охларына вя кеоординат башланьыъына нязярян симметрик 

дейил. Еллиптик параболоидин юз оху иля кясишмя нюгтясиния онун тяпяси дейилир. 

Сятщ (1) каноник тянлийи иля верилдийи щалда координат башланьыъы сятщин 

тяпясиндя сечилмиш олур. 

 (1) каноник тянлийи иля верилмиш еллиптик параболоидин hz   мцстявиси иля 

кясийинин 
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                                                    (2) 

тянлийи вардыр. 

 (2) тянлийи 0h  олдугда еллипс, 0h  олдугда координат башланьыъында 

кясишян хяйали дцз хятляр ъцтцнц, 0h  олдугда ися хяйали еллипс тяйин едир.  

 Асанлыгла йохламаг олур ки, (1) сятщинин hy   вя hx   мцстявиляри иля 

кясикляри параболалардыр. 

 Яэяр (1) тянлийиндя ba   гябул етсяк, фырланма параболоиди адланан 

сятщин 
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тянлийини аларыг. Бу сятщ zax 22 2  параболасынын Oz  оху ятрафында 

фырланмасындан алынмышдыр. 

2) Мцяййян дцзбуъаглы координат системиндя  
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                                                     (3) 

тянлийи иля тяйин олунан сятщя щиперболик параболоид дейилир.  (3) тянлийи 

щиперболик параболоидин каноник тянлийи адланыр. Еллиптик параболоиддя олдуьу 

кими, щиперболик параболоид Oxz  вя Oyz  координат мцустявиляриня вя Oz  

координат охуна (симметрийа оху) нязярян симметрикдир. Бу сятщ Oxy  

координат мцстявисиня, OyOx,  координат охларына вя кеоординат 

башланьыъына нязярян симметрик дейил. Щиперболик параболоидин юз оху иля 

кясишмя нюгтясиния онун тяпяси дейилир. Сятщ (3) каноник тянлийи иля верилдийи 

щалда координат башланьыъы сятщин тяпясиндя сечилмиш олур. 

(3) каноник тянлийи иля верилмиш щиперболик параболоидин hz   мцстявиси 

иля кясийинин 
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                                                    (4) 

тянлийи вардыр. 

 0h  олдугда (4) тянлийи щипербола, 0h  олдугда сятщин тяпясиндя 

кясишян щягиги дцз хятляр ъцтцнц, 0h  олдугда ися щипербола тяйин едир.  

 Асанлыгла йохламаг олур ки, (3) сятщинин hy   вя hx   мцстявиляри иля 

кясикляри параболалардыр. 

 

 


